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 ي مرزي براي مسائل الاستيسيته با استفاده از موجکهااحل سريع روش اجز
 

 ٢* و رضا عطارنژاد١لطيف ابراهيم نژاد
 دانشگاه تهران -پرديس دانشكده هاي فني  -دانشجوي دکتري سازه دانشکده مهندسي عمران۱

 دانشگاه تهران -پرديس دانشكده هاي فني  -استاديار دانشکده مهندسي عمران٢
 )19/3/86 ، تاریخ تصویب 15/2/86، تاریخ دریافت روایت اصلاح شده  22/7/85ریخ دریافت تا(

 چکيده
تبـديل  روش، اسـتفاده از    نکته اصلي ايـن . در اين مقاله روشي سريع براي حل مسائل الاستيسيته به کمک روش اجزاي مرزي ارائه مي شود 

  برای فشرده کـردن  Daubechiesموجکهای متعامد  .شي از روش اجزاي مرزي استارن ناقهاي پرو نامت موجک براي فشرده کردن ماتريس   
 تبديل موجک به شکل جعبه سياه بـه برنامـه هـاي اجـزاي             . ماتريس هاي سيستم اجزاي مرزی در مسائل عملي الاستيسيته استفاده شده اند           

 .شده است موجود اعمال مرزي
مزيت عمده اين روش تبديل ماتريس هـاي  . ها براي پارامترهاي آستانه مختلف ارائه شده استآناليز حساسيت نتايج عددي تغيير مکانها و تنش 

ايـن  .  روش اجزاي مرزي به ماتريس هاي شبه نواري است که عناصر غيرصفر آن کم بوده و حول و حوش قطـر اصـلي توزيـع شـده انـد                 در پر
مثالهای ارائه شده کـارائي روش را در     .  ميگردد GMRESوش تکراری ر با    زمان حل سيستم معادلات خطي     قابل ملاحظه يژگي باعث کاهش    و

 .مي سازدحل سيستم هاي بزرگ اجزاي مرزي نمايان 
 

  مسائل الاستيسيته- GMRES  حل کننده- روش اجزاي مرزي- تبديل موجک:واژه هاي كليدي 
 

 مقدمه
 محدود و اجـزاي محـدود دو روش حـل           هاي روش تفاضل 

اي حل مسائل عملي مهندسي مي      عددي بسيار نيرومند بر   
در اين دو روش که از نوع دامنـه اي هسـتند، بايـد              . باشند

در روش اجزاي مـرزي، نيـازي       . شودافراز  کل دامنه مسأله    
مـي  افـراز   ست و فقط مـرز مسـأله        يدامنه مسأله ن  افراز  به  

همين ويژگي باعث کاهش يک بعـد از ابعـاد مسـأله            . شود
جالب ادي سيستم بسيار    ت آز ا کاهش درج  ه خاطر  ب شده و 

 متأسفانه در ازاي مزيت مذکور، مـاتريس        .به نظر می رسد   
هاي حاصله از روش اجزاي مرزي بر خلاف مـاتريس هـاي            

 محـدود و اجـزاي محـدود کـه           هـاي  سختي روش تفاضل  
بـه  . متقارن هستند، پر و نامتقارن مي باشند       غالباً   نواري و 

خطـي  دلات  اين دليل ديگر نمي توان در حل  سيستم معا         
کرد و استفاده  Frontal وSky Lineتکنيک های کارآمد از 

مستقيم گـاوس   همين امر باعث مي شود که از روش حل            
براي حـل سيسـتم معـادلات خطـي روش اجـزاي مـرزي              

با توجه به اينکه تـلاش محاسـباتي حـل در           . استفاده شود 
مسـأله  روش گاوس، از مرتبـه تـوان سـوم درجـات آزادي             

ل و حافظـه لازم بـراي حـل سيسـتم هـاي             است، زمان ح  
بزرگ در روش اجزاي مرزي باعـث ناکارآمـدي ايـن روش            

بـراي  . مي شـود   مي شود و ايراد عمده اين روش محسوب       

هاي پـر و نامتقـارن روش اجـزاي          لبه بر مشکل ماتريس   غ
ــرزي،  و ]Panel Clustering ] ۱[ ، FMM ] ۲  روش مــ

 استفاده از تبديل ايده .ارائه شده است ]۳،۴،۵،۶،۷ [موجك
ــرزي،   ــزاي م ــک در روش اج ــار موج ــتين ب ــط  نخس توس

Beylkin  ،Coifman و Rokhlin    ارائه شد و    ۱۹۹۱در سال 
ری و ي ـپـي گ ] ۱۱و ۱۰، ۹، ۸، ۷[ن يريبعـدها توسـط سـا   

 Panel  مزيت عمـده موجکهـا نسـبت بـه    .توسعه داده شد

Clustering  وFMM   در اين است که مي توان موجکهـا را
 جعبه سياه به برنامه هـاي اجـزاي مـرزي اضـافه             شکل  به

در حاليکه در دو روش ديگر بايد فرمولاسيون مسأله         . نمود
تاکنون کاربرد موجکها در روش اجـزاي       . از ابتدا تغيير کند   

مرزي براي حل مسائل ساده پتانسيل مـورد بررسـي قـرار            
در اين مقاله براي نخستين بار اين روش براي         . گرفته است 

الاستيسيته تعميم داده شده است و کـارائي آن بـا           مسائل  
تعمـيم روش بـه     . مثالهاي متعدد به اثبـات رسـيده اسـت        

ناميک کار بعـدي نويسـنگان ايـن مقالـه          يمسائل الاستو د  
پيکربندي اين مقاله به ايـن       .است که در دست تهيه است     

سيسـتم دسـتگاه     ادامـه شکل تنظيم شـده اسـت کـه در          
ائل دو بعـدي الاستيسـيته و       معادلات خطي حاکم بـر مس ـ     

 مسائل با تقـارن محـوري در روش اجـزاي مـرزي بدسـت              
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  موجکها و ويژگي هاي مهـم آنهـا بررسـي            سپس. مي آيد 
 نحوه اعمال موجکهـا بـه       پس از معرفی موجکها،   . مي شود 

سيستم معادلات خطي حاصل از روش اجزاي مرزي نشان         
عددي چند   نتايج   برای ارزيابي کارائي روش،   . داده مي شود  

موجکها مثال و آناليز حساسيت نتايج حل را با پارامترهاي          
ارائـه   بررسی می کنيم و در نهايت نتيجـه گيـري از روش           

 .شده به عمل مي آيد
 

ــائل    ــل مس ــراي ح ــرزي ب ــزاي م روش اج
ــارن   ــا تق الاستيســيته دوبعــدي و مســائل ب

 محوري
 معادله ناويه

ش اجـزاي   در رو " مسـتقيم "در اين مقالـه از فرمولاسـيون        
فيزيکـي را بعنـوان متغيرهـاي حـل      مرزي که کميت هاي     

براي بدست آوردن معادله . بکار مي برد، استفاده شده است
تغييـر  بـر حسـب     ديفرانسيل حاکم بر تئوري الاستيسـيته       

 - تـنش  وابـط  سه رابطه معادله ديفرانسيل تعـادل، ر       ،مکان
 بـراي   ر مکـان را بکـار بـرده و        يي تغ -کرنش وابط و ر  کرنش

وسوم بـه معادلـه ناويـه       م به معادله زير   حيط هاي همگن  م
 :مي رسيم
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در نوشتن روابط در اين مقالـه از جمـع انديسـي اسـتفاده              

 ام iمؤلفـه    بترتيـب   fi  و  uiدر رابطـه فـوق  . شـده اسـت  

 بـراي  υ*ول برشـي و    مـد  µ  تغييرمكان و بـار حجمـي،     
کرنش مسطح ضريب پواسون و براي مسائل تـنش           مسائل

 :  رابطه زير بدست مي آيدمسطح از

υ
υυ
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  . مي باشدضريب پواسون υ که در آن

 

 حل اساسي مسأله
. داريـم  نيـاز براي حل معادله فوق، به حل اساسـي مسـأله           

 كـه در     اسـت،  حل اساسي مسأله الاستيسيته حل کلـوين      
 .] ۱۲[ارائه شده است ) ۴(و ) ۳(روابط 
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بـردار  ام بردار تنش روي سـطح بـا       iمؤلفه   ti در اين رابطه  

 .مي باشددلتاي كرونكر ijδو   niمؤلفه هاي  با  nنرمال 
 

 معادله انتگرال مرزي  
  بـه دسـت آوردن معادلـه   بـرای  ] ۱۲[ از قضيه تقابل بتی 

مكان بـر   ناشي از تنش و تغيير     Pانتگرالي تغييرمكان نقطه    
در غيـاب نيروهـاي    .استفاده مي كنيم Qروي نقطه مرزي 

  :ديمي آدر حجمي، معادله انتگرالي به شکل زير
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بترتيب كرنل تغييرمكـان و تـنش    Tij و Uij در رابطه فوق 

 .دنمي باش
 

 حل معادله انتگرالي
 :مراحل زير طي شودبايد ) ۵(براي حل معادله انتگرالي  
 

 تجزيه مرز به المانها
نحوه تغييرات هندسه و متغيرهاي تغييرمکان و تنش بـر            

در ايـن   .  باشـد  روي المانهاي مرزي بايد از پيش مشـخص       
مقاله از المانهاي ايزوپارامتريـک درجـه دو اسـتفاده شـده            

 .است
 

 :انتگرال گيري عددي کرنل ها
به  Gمرز           با استفاده از ماتريس ژاکوبين براي تبديل از       

به صورت زير درمي    ) ۵( معادله انتگرالی    xمختصات محلي 
 :       آيد
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 .تعداد کل المانهاست M که در آن

       )3,2,1)(( =cNc ξتوابع شکل و  ijc برای مرزهای  



 
 ٦٦٥.....                                                                                                                                        حل سريع روش اجزاي مرزي 

 
 

 : با رابطه زير تعريف می شودهموار

x,y; i,jc ijij ==   
2
1 δ    

)٧( 
در در مرزهاي ناهموار نظير گوشـه هـاي تيـز، اصـلاحاتي             

 .]۱[ مدلسازي و تقريب مرزها صورت مي گيرد
 [B] و [A]را بــا ماتريســهاي) ۶(انتگرالهــای رابطــه  اگــر

  :جايگزين نمائيم به رابطه زير مي رسيم
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 ه معـادلات  معادله مـي توانـد بـه صـورت مجموع ـ         که اين   

 :جبري خطي به شکل زير نوشته شود
[ ] [ ] [ ] [ ]tBuA ⋅=⋅ 

)٩( 
 Q و P براي وضعيت نقاط  لازم به ذکر است که سه حالت

 : متصور است
 : در المانهاي جداگانه باشند Q  و P -الف

 در ايــن حالــت از روش انتگــرال گيــري گــاوس اســتفاده  
 .مي شود

QPدريک المان باشند ولي Qو P-ب ≠:  
ــل هــاي  ــدijT و ijU در ايــن حالــت کرن ــي  منفردان ول

بنابراين مجدداً  .  در تابع شکل منفرد نيست     حاصلضرب آنها 
 .از روش انگرال گيري گاوس استاندارد استفاده مي شود

QP دريک المان باشند وQ و P -ج =:  
  در اين حالـت از انتگـرال گيـري لگـاريتمي گـاوس بـراي               

بـراي   . استفاده مي شـود  B ارزيابي عناصر قطری ماتريس
از تکنيـک    در محيطهاي محـدود Aعناصر قطري ماتريس 

 . حرکت جسم صلب استفاده مي شود
بـا  برابـر   A با استفاده ازاين تكنيك درايه قطري مـاتريس  

. طر مربوطه به دست مـي آيـد       قرينه مجموع درايه هاي س    
در محيطهاي نامحدود اين تكنيك قابـل اعمـال نيسـت و            

 (CPV)بايد انتگرال هاي منفرد حاصله در مفهـوم كوشـي           
 .محاسبه شوند

 

  اعمال شرايط مرزي
) ۸(با اعمال تغييرمکان و تنشهاي پيش فـرض در معادلـه            

بايد آرايش مجددي در معادلات خطـي صـورت گيـرد تـا             
مسـأله در طـرف راسـت معادلـه و مجهـولات در             معلومات  

که مرتبه درايه هـاي      از آنجا    .سمت چپ معادله قرار گيرند    
ــاتريس  ــاوت اســت Bو  Aم ــاهم متف ــاب از ب ــراي اجتن ، ب

از مقيـاس کـردن     ،  خطاهاي عددي حل دستگاه معـادلات     
بـا درايـه هـاي       کـردن براي هـم مرتبـه       Bعناصر ماتريس   

پـيش از  ) ۹(ريکه معادلـه  بطو .استفاده مي شـود    A ماتريس
 :آرايش مجدد به شکل معادله زير در مي آيد

[ ] [ ] [ ] [ ])1()( t
s

BsuA ⋅=⋅   

)۱۰( 
   :بدست مي آيد) ۱۱(از رابطه  s که

maxL
Es =              

)۱۱( 
حداکثر فاصله دو    Lmaxمدول الاستيسيته و     Eدراين رابطه   

  معادلـه زيـر      پـس از اعمـال شـرايط مـرزي بـه           .گره است 
 :مي رسيم

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]cyBxA =⋅=⋅ ** 
)۱۲( 
 

 حل دستگاه معادلات جبري
در روش استاندارد اجزاي مرزي از روش مسـتقيم حـذف            

در سيستم  . استفاده مي شود  ) ۱۲(گاوس براي حل معادله     
ا معادله مذکور   لذهاي بزرگ اين روش بسيار وقتگير است،        

ده مي شود تا بـا تٌنٌـک      انتقال دا  به فضاي موجک     ادامه،در  
ــاتريس  ][کــردن م *A  و اســتفاده از روش حــل عــددی

GMRES  دســتگاه معـادلات بــه ميــزان قابــل   زمـان حــل
 .ابديتوجهي کاهش 

  

 محاسبه تنشهاي مرزي 
تنشها در اين مقاله با استفاده از مشتق گيري توابع شکل،           

 . بدست مي آيندرمکان هاي محاسبه شده ييمستقيماً از تغ
 

  دامنهمحاسبه متغير هاي
پس از حل معـادلات، تمـامي تغييرمکـان هـا و تنشـها در        

بـراي تعيـين تغييرمکـان و       . نقاط مرزي بدست مـي آينـد      
 :ستفاده مي شودااز معادلات زير منه تنش در نقاط دا
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  کـه درتانسورهاي مرتبـه سـوم هسـتند    kijD و kijSکه 

 .ارائه شده اند ]۱۲ [ مرجع
 

 مروري بر تئوري موجک
تبــديل موجــک ابــزاري اســت کــه داده هــا، توابــع و       

 هاي مختلف فرکانسي تفکيـک مـي        قياسعملگرها را به م   
متناسـب بـا مقيـاس آن       دقتیکند و سپس هر مؤلفه را با        

از آنجا که تبديل موجک     . مؤلفه مورد مطالعه قرار مي دهد     
بسيار شبيه تبديل فوريه عمل مـي کنـد، آن را بـا تبـديل            

تبـديل  . مقايسه مي كنـيم   فوريه و تبديل فوريه پنجره اي       
فوريه تابع يا عملگر را به محتـواي فرکانسـي اش تفکيـک             

 محل فرکانس ها را     مي کند ولي تمامي اطلاعات مربوط به      
براي غلبه بر اين مشـکل تبـديل فوريـه           .از دست مي دهد   

در اين روش نخست محل يابي      . پنجره اي ابداع شده است    
 در زمان توسط ايجاد پنجـره اي بـر روي داده هـا صـورت               

 ايـن   ايـراد . مي گيرد و سپس تبديل فوريه گرفته مي شود        
ي مـورد    داده هـا   اتقطع ـهمواره ابعـاد    روش اين است که     
.  مســتقل از محتــواي فرکانســي اســتمطالعــه، يكســان و

تبديل موجک عرض قطعه زماني را متناسـب بـا محتـواي            
انتگـرال هـائي کـه تبـديل        . فرکانسي اش تنظيم مي کنـد     

فوريه، تبديل فوريه پنجره اي و تبـديل موجـک را تعريـف         
  :      مي باشندمي کنند به قرار زير 

dtetfT tiFT ∫
+∞

∞−

−⋅= ωω )())(( 

)۱۵( 

dtetgtfT iWFT ∫
+∞

∞−

−⋅−⋅= ωτττω )()(),)((        

)۱۶( 

dt
a

bttfbaT WT ⋅
−

Ψ⋅= ∫
+∞

∞−

)()(),)((       

)١٧( 
 فوريـه،   بترتيب تبديل WTT و   FTT  ،WFTT در روابط فوق  

)فوريه پنجره اي و موجک تابع      )tf  مي باشند  .( )τ−tg 

تـــابع پنجـــره و





 −

Ψ
a

btموجـــک بـــا مقيـــاس a و 

بر پايه اين تعاريف مشاهده       . را تعريف مي کند    bجابجائی
مي شود که توابع پايـه بـراي تبـديل فوريـه توابـع نمـايي                
 مختلط مي باشند، در حاليکـه  بـراي تبـديل موجـک هـر          

 تـابع    نمايد مـي توانـد     ءتابعي که شرايط موجک ها را ارضا      
موجکهاي مختلف ويژگي هـاي متفـاوتي دارنـد         .  باشد هيپا

بـه  .  باشند خاص داشته که باعث مي شود هر کدام کاربرد        
منظور بهره گرفتن از ويژگي فشرده کردن ماتريس هـا در           

از موجکهــائي بــا مشخصــات فشــرده روش اجــزاي مــرزي 
 بـرای ايـن   موجکهـا     يكـي از   .تفاده مي شود  سازي قوي اس  
مـي باشـند کـه داراي     Daubechies       یمنظور موجکها

خاصيت تعامد، تعداد لنگرهاي صفر زياد و دامنـه ضـرايب           
ن مقالـه از ايـن      ي ـدر ا   .]۱۳[غير صفر محدود می باشـند       

براي فشرده کردن مـاتريس هـاي ناشـي از روش           موجکها  
 موجکتبديل  نحوه اعمال   . يماجزاي مرزي استفاده مي کن    

ي مـرزي در    ا به ماتريس هـاي منتجـه از روش اجـز          سريع
 .بخش بعدي تشريح مي گردد

 

ــراي فشــرده کــردن   اســتفاده از موجکهــا ب
  ماتريس روش اجزاي مرزي

دو استراتژي عمده براي اعمال موجکها به روش اجزاي          
ــه ســري. مــرزي وجــود دارد  اســتراتژي اول متغيرهــا را ب

با وجـود اينکـه ايـن روش زمـان            . جکها بسط مي دهد   مو
و به  ،)]۳[ (کاهش مي دهد  O(N.LOG(N))حل را تا مرتبه     

محاســبه تمــامي درايــه هــاي ماتريســها نيــاز نــدارد، بــه  
فرمولاسيوني کاملاً جديد و به تبـع آن الگـوريتم و برنامـه             

اسـتراتژي دوم کـه موضـوع       . کامپيوتري جديدي نياز دارد   
ست، فشرده سازي توسـط موجکهـا را پـيش از           اين مقاله ا  

عمده ترين مزيت . شروع حل سيستم نهائي اعمال مي کند
اين روش حداقل کردن تغييرات لازم در برنامه کامپيوتري         

 اين روش ماتريس هاي   . روش استاندارد اجزاي مرزي است    
پر و نامتقـارن روش اجـزاي مـرزي اسـتاندارد را گرفتـه و               

 . بوطه را توليد مي کندماتريس هاي تٌنٌک مر
توســط روش اســت، ) ۱( كــه همــان معادلــه )۱۸(معادلــه 

 عدي ـــدوباجزاي مرزي استاندارد براي مسأله الاستيسيته 
 :     ه استبدست آمد

[ ] [ ] [ ]cxA =⋅*   
)۱۸( 
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 و A  ماتريس شامل درايه هاي ماتريس هاي        *Aکه درآن   
B )مي باشد) مجهولات مسأله . 

[x] و متغيرهــاي مجهــولبردار ملشــا [c] شــامل بــردار 
عناصرحاصـل از ضــرب متغيرهـاي معلــوم در درايـه هــاي    

از آنجـا کـه از معـادلات        . ماتريس هاي مربوطه مـي باشـد      
، درايـه هـاي   ))۱۰(معادله  (مقياس شده استفاده کرده ايم      

 .هستند حدوداً هم مرتبه  A *ماتريس 
را براي هـر     awر بردا (FWT)1الگوريتم تبديل موجک سريع   

  : توليد مي كندaبردار
aWaw .=                                         

)۱۹( 
درايــه هــاي آن کــه مــاتريس مربعــي اســت Wکــه در آن 

کـه  از آنجـا    . بستگي بـه نـوع موجـک انتخـاب شـده دارد           
داده قـرار    اسـتفاده  مـورد را   Daubechiesموجک متعامـد    

 : انتخاب مي شود كه چنان  Wايم،
IWW T =⋅ 

)۲۰(  
خـواهيم   Wدر مـاتريس  ) ۱۸(با پيش ضرب کردن رابطـه        

 :داشت
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]cWxWWAW T ⋅=⋅⋅ )(* 

)۲۱(         
 : زير بيان شودشکلکه مي تواند به 

[ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ] [ ]cWxWWAW T ⋅=⋅⋅ )()( * 
)٢٢( 

 :ودب  زير خواهند شکلماتريس هاي انتقال يافته جديد به 
[ ] [ ] [ ] [ ]TWAWA ⋅⋅= * 

)۲۳( 
[ ] [ ] [ ]xWx ⋅=  

)۲۴( 
[ ] [ ] [ ]cWc ⋅= 

)٢٥( 
خـواهيم  ) ۲۲(رابطه   در) ۲۵(تا  ) ۲۳(روابط   با جايگذاري  

 :داشت
[ ] [ ] [ ]cxA =⋅ 

)۲۶(                          
]از آنجا که ماتريس انتقال يافته  ]A محدودي  تعداد فقط 

درايه بزرگ دارد، مي توانيم درايه هـائي را کـه از پـارامتر               
ايـن نـوع    . آستانه اي کوچکتر هستند به صفر تبديل کنيم       

 ) مـرگ و زنـدگي    ( فيلترينگ را آستانه سازي نـوع سـخت       
 .]۱۴[مي نامند 

[ ]A
~

] ماتريس  ماتريس تٌنٌک شده ]Aآسـتانه   کـه بـا   است
 شـبيه بـه     شـکلي ماتريس  اين  . است سازی به دست آمده   
يک نمونه از اين ماتريس ها در شکل        . انگشتان دست دارد  

 . ارائه شده است) ۱(شماره 
 تـوأم   با دشواري هـائي   ) ۲۶(از آنجا که حل عددي معادله       

  را بصـورت زيـر تعريـف        Pاست، ماتريس متعامد جابجـائي    
 :مي كنيم


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)٢٧(            
درجـات   تعـداد n  وP درايه هاي مـاتريس pijدر رابطه فوق 

را در مـاتريس    ) ۲۴(اگـر رابطـه     . آزادي مسأله مـي باشـد     
 : کنيم، خواهيم داشت پيش ضرب  P متعامد

 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]cWP ⋅⋅=

⋅⋅⋅⋅⋅ x ) WPPW ( AWP TT*

 

)۲۸(    
 :                                      و يا

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]cWP

xWPPWAWP TT

⋅⋅=

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ )  ()  ( *

   

)۲۹(       
 :و يا بصورت ديگر 

[ ] [ ] [ ]cxA =⋅     
)۳۰( 

پس از آستانه سازي بـه مـاتريس   



 ≅

A   ايـن  .مـي رسـيم 

]ماتريس برخلاف ماتريس ]A
~

  . تقريباً نواري است
نشـان داده شـده     ) ۲(در شـکل    ) ۱(ماتريس معادل شکل    

 افزايش مرتبه موجکهـا، تعـداد عناصـر غيرصـفر و            با. است
حـل عـددي دسـتگاه معـادلات        . عرض نوارکاهش مي يابد   

بسيار راحتتر و کم هزينه تر از حل دستگاه معادلات          ) ۳۰(
 . است)۲۶(



 
 ١٣٨٦، دي ماه ٦، شماره ٤١نشريه دانشكده فني، جلد                                                                                                        ٦٦٨      

 
 

 مـاتريس  حافظه مورد نيـاز بـراي ذخيـره کـردن         



 ≅

A  در

]مقايسه با  ]A  صـفر   تعداد عناصر غيـر       . متر است  بسيار ک 

ماتريس



 ≅

A بستگي به پارامتر آستانه دارد . 

شـتر و  يهر چه اين پارامتر بزرگتر باشد نرخ فشرده سازي ب    
 بـراي تعيـين    در ايـن مقالـه    . کمتر خواهد بود   دقت جوابها 

پارامتر آستانه بهينه، پارامترهاي آستانه مختلف با خطـاي         
بهترين پارامتر آستانه . عددي حل مسأله سنجيده مي شود  

زماني بدست مي آيد که خطاي حل بدليل آسـتانه سـازي           
 .]۱۴[ برابر باشد  با خطاي مجزاسازي المانها

 
 . فرم انگشت مانند ماتريس در فضای موجک:۱شکل 

 
 .فرم نواری ماتريس در فضای موجک جابجاشده : ۲کل ش

 

 براي ذخيره کردن ماتريس




 ≅

A    و  نيـاز بـه دانسـتن محـل

روش مختصـات فشـرده   . مقدار درايه هاي غيرصـفر داريـم   
(CC)2 هــای  بــراي ذخيــره کــردن محــل و مقــدار درايــه 

غيرصفر ماتريس




 ≅

Aستا  استفاده شده. 

بـرای حـل سيسـتم      ) ]GMRES )]۱۵حل کننده تکـراري   
اين حل کننده براي    . معادلات خطي بکار گرفته شده است     

 O(N.Log(N))هر تکرار نياز به تلاش محاسباتي از مرتبـه          
]پس از حل سيسـتم معـادلات بردارهـاي        . دارد ]x   معلـوم 

وردن از تبـديل معکـوس زيـر بـراي بدسـت آ         . خواهند شد 
ــتفاده    ــي اس ــاي واقع ــأله در فض ــي مس ــاي فيزيک  متغيره

 .مي شود

[ ] [ ][ ] [ ]xWPx TT ⋅= 
)۳۱(                                 

      
 نتايج عددي

 ـ        منظـور تعيـين    ه  در اين بخش نتايج مثالهاي عددي که ب
صحت و اعتبار روش ارائه شده براي حل مسـائل دوبعـدي            

 مثالهــايي کــه مطــرح . ســتالاستيســيته گنجانــده شــده ا
 :ط به مسائل زير هستندومي شوند مرب

 

  ورق با سوراخ گرد تحت کشش–۱مثال
معروفترين مثال بـراي کنتـرل صـحت برنامـه هـاي حـل              

 . به خدمت گرفته مي شود نيزعددي در اين مقاله
 در وسـط  r با سوراخ گـرد بـه شـعاع    Lورق مربعي بطول 

  ))۳(شکل  (.قرار دارد 0σتحت کشش به تنش

�

/��

�

⌧
`

/�� 
 . ورق مربعی با سوراخ گرد تحت کشش- ۱ مثال  :۳شکل 

 
ورق به اندازه کافي نازک در نظر گرفته مي شود تا شرايط            

محوري حول  حل تحليلي تنش . تنش مسطح حاکم باشد
 ســوراخ در ورق بــه طــول نامحــدود از رابطــه زيــر بدســت 

 :]۱۲[مي آيد 





 ++= 42
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بـه  تنش قائم در نقطـه      بترتيب   0σ و   yyσدر رابطه اخير  
ــله ــه ورق    xفاص ــه لب ــنش وارده ب ــوراخ و ت ــز س   از مرک

، ۲۵۶، ۱۲۸ بـا تعـداد درجـات آزادي    ۱ مثـال  .می باشـند  
ازي تعيـين    حل شده است تا خطاي مجزاس ـ      ۱۰۲۴ و ۵۱۲
نتيجه حل مسأله فوق بـراي تغييرمکـان و تـنش بـا             . شود

روش استاندارد اجـزاي مـرزي و روش ارائـه شـده در ايـن               
 r،2=L=1.0 در حالـت   درجـه آزادي ۱۲۸مقالـه بـا   

0.10و =σ        ارائـه شـده    ) ۵(و  ) ۴( به ترتيب در شكلهاي
 .است
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.ورق با سوراخ گرد  (uy)   تغييرمکان قائم:۴شكل   
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 . با سوراخ گرد تنش ورق :۵ شكل

 

مشاهده مي شود که تغييرمکان حتـي بـا پـارامتر آسـتانه             
بزرگ نيز خطاي ناچيزي دارد ولـي تـنش هـا بـه پـارامتر               

برای کاهش خطای تنشها بايـد      . آستانه حساس مي باشند   
 .فاده کرداز پارامتر آستانه کوچکتر است

همانطور که حل تحليلی براي ورق بطـول بينهايـت پـيش            
بيني مي کند، مقادير تنش در نقاط حول سـوراخ، حـدود            

 . سه برابر تنش متوسط ورق است
 ارائـه   ]۲۱[جزئيات بيشتر تحليل نتايج مثالهـا در مرجـع           

 تغييرمکـان و   نٌرم دوم خطا را براي) ۱(جدول . شده است
 پـارامتر آسـتانه هـای مختلـف ارائـه           با   ۱تنش های مثال    

 .مي کند
 

  حلقه تحت بار متمرکز–۲مثال
 و شعاع خـارجي R1 تغييرشکل حلقه به شعاع داخلی       

R2    تحت اثر دو بار متمرکز خلاف جهت هم بـه شـدت F 

 . ))۶(شکل ( گيرد مورد بررسي قرار مي

 
 . حلقه تحت بار متمرکز-  ۲ مثال  :۶شکل 

 

ه کافي ضخيم در نظـر گرفتـه مـي شـود تـا              ندازاحلقه به   
بترتيب ) ۸(و  ) ۷ (شكل. شرايط کرنش مسطح حاکم باشد    

. تغييرشکل و تنش را در نقاط مختلف حلقه نشان مي دهد  
، ۲۵۶درجـات آزادي     اين مثال نيـز بـا تعـداد          ۱نظير مثال 

تحليل شده و نتايج ارائـه شـده فقـط بـراي            ۱۰۲۴ و   ۵۱۲
 را  نٌرم خطـا  ) ۲(جدول  . د مي باش  درجه آزادي  ۲۵۶حالت  

  و پارامترآسـتانه ۲۵۶ درجـات آزادي  با تعداد ۲براي مثال 
 تغييرمکـان هـا بـا    ۱مشابه مثـال   .مختلف نشان مي دهد

 درصـد خطـا     ۵ کمتـر از     ۱۰-۳پارامتر آستانه بـزرگ نظيـر     
 دارند ولي تنش ها احتياج به پارامتر آستانه اي کوچکتر از          

 .  دارند۵*۴-۱۰
 

 صله شاهتير پل ورق و-۳مثال
 شامل حل مسأله عملي ورق وصـله شـاهتيرهاي          ۳  مثال  

 سـانتيمتر  ۸۰ در ۶۰ايـن ورق بـه ابعـاد     . پل فلـزي اسـت    
 ميليمتر است که تحت تـنش       ۲۶ سوراخ به قطر     ۴۸داراي  

بدليل تقارن در دو جهت يـک چهـارم ورق   . افقي قرار دارد  
 )). ۹(شکل (تحليل شده است 
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Ring Under Point Load (256 DOF)
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 .م حلقه تحت بار متمرکز تغييرمکان قائ:۷ شكل

 

Ring Under Point Load (256 DOF)
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 .حلقه تحت بار متمرکز   تنش :۸ شكل

 

 
 .ر پل فلزیي ورق وصله شاهت- ۳مثال  :  ۹شکل 

 
 مـورد  ۲۰۴۸ و ۱۰۲۴اين مثـال بـا تعـداد درجـات آزادي         

 حل روش استاندارد اجزاي مـرزي       .تحليل قرار گرفته است   
و ) ۱۰ (شـكل . محک مقايسه نتايج روش ارائه شـده اسـت        

نتايج حل تغييرمکان و تـنش را در نزديکـي سـوراخ            ) ۱۱(
 ۱۰۲۴هاي رديف آخر براي حالـت تعـداد درجـات آزادي            

همانگونه که ديده مي شـود، حتـي بـراي           . نشان مي دهد  
.  نتايج تغييرمکان بسيار مناسب اسـت      ۱۰-۳پارامتر آستانه   

ولی تنش ها   .  درصد است  ۳كمتر از   بطوريكه حداكثر خطا    
نًـرم دوم   ) ۳( جـدول    . نياز دارند  ۱*۱۰-۴ انهبه  پارامتر آست   

 .  و در حالات مختلف ارائه مي کند۳خطاي را براي مثال
از مقايسه نتايج بدست مي آيد که تغييرمکانها  حتي براي           

ولـی  .  درصد دارنـد   ۴ خطايي كمتر از     ۱۰-۴پارامتر آستانه   
 خطاهـاي حـداكثر     ۵*۱۰-۴براي تنش ها با پارامتر آستانه       

.  درصد است  ۳/۱۹ و ۳/۱،  ۲/۷ بترتيب   ۳ تا   ۱لهاي  براي مثا 
 ۴حداكثر خطـاي تنشـها کمتـر از          ۱۰-۴با پارامتر آستانه      

 )۱۱( و   )۸(،  )۵(همانگونه که در شکلهای      .درصد مي باشد  
، ۱۰-۳ديده می شود، به ازای پارامتر آستانه بزرگـي نظيـر            
بــراي . نتــايج تنشــها داراي نوســانات نســبتاً زيــادی اســت

از نوسـانات در نتـايج تـنش، بايـد مقـدار پـارامتر              کاستن  
بهتـرين پـارامتر آسـتانه بـا ملحـوظ          . آستانه را کاهش داد   

 .مي باشد۱۰ -۴نمودن دقت مناسب جوابها براي تنش ها، 
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 . تغييرمکان افقی ورق وصله شاهتير فلزي:۱۰ شكل
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 . تنش ورق وصله شاهتير فلزي:۱۱ شكل
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يرصفر و  نرخ فشرده سـازي       تعداد المان هاي غ   ) ۴(جدول  
 ۳ تـا  ۱را براي پارامتر آستانه هاي مختلف در مثـال هـاي        

 .ارائه مي کند
 کل مسأله و زمان مورد نياز براي حل زمان حل) ۵(جدول 

 روش اجزاي مرزي اسـتاندارد  سيستم معادلات خطي را در  
. نشـان مـي دهـد   و روش ارائه شده براي مثالهاي مختلـف         

 شود، براي مسائل با درجه آزادي كم    ديده مي همانطور که   
دليل اين امر، محاسبات اضـافی      .  زمان افزايش يافته است   

 نسبت به روش اسـتاندارد اجـزای   شنهادیيلازم در روش پ  
مرزی و سرعت بالای الگـوريتم حـذف گـاوس بـرای حـل              

  ولي.سيستم معادلات خطی با تعداد معادلات کم می باشد
 اسـتاندارد اجـزای مـرزی       در مسائل با مقياس بزرگ روش     

نياز به زمان بيشتری برای حل دسـتگاه معـادلات جبـری            
روش ارائه شده، کاهش قابل ملاحظه اي را در زمان           دارد و 

حل موجب مي شـود، بـدون آنکـه خطـاي محسوسـي در              
  .جوابها ايجاد نمايد

      
 نتيجه گيري 

 روش اجزاي    بهسازي در اين مقاله نتايج کاربرد موجکها در      
. اسـت  مرزي در حل مسائل الاستيسيته نشـان داده شـده         

تکنيک فشرده سازي با موجکها براي پوشش دادن ضـعف          
ماتريس هـاي پـر و نامتقـارن و         (عمده روش اجزاي مرزي     

در روش   .با موفقيت اسـتفاده شـده اسـت       ) زمان حل زياد  
ارائه شده، ماتريسهای پر روش استاندارد اجزای مـرزی بـه           

نواری تٌنٌک، شبيه ماتريسـهای سـختي       ماتريس های شبه    

انتقـال متغيرهـا از   . روش اجزای محدود، تبديل مي شـوند     
فضاي واقعي به فضـاي موجـک احتيـاج بـه زمـان بسـيار               

 در حـل سيسـتم   ی شدهي صرفه جوکمتري نسبت به زمان  
 . معادلات دارد

 حل سيستم معادلات خطـي در فضـاي تبـديل يافتـه بـه             
. صورت گرفته استGMRES کمک الگوريتم حل تکراري 

با توجه به فرم تٌنٌک و شبه نواری ماتريسهای جديـد، حـل             
دستگاه معادلات جبري با حل کننده تکراري صرفه جويي         
قابل توجهي نسبت بـه زمـان حـل روش مسـتقيم حـذف              
 گاوس که در روش اسـتاندارد اجـزای مـرزی بکـار گرفتـه              

 .مي شود، ايجاد مي کند
ش قابل ملاحظه اي در سرعت حـل   شده افزاي با روش ارائه  

بدست آمده است، بدون اينکه به دقت حـل مسـأله لطمـه             
نرخ فشرده سازي با پارامتر آستانه هاي مختلـف    . وارد شود 

آزمايش شـده و در نهايـت پـارامتر آسـتانه مناسـب بـراي            
، با ملاحظات دقت  کـافی نتـايج بـراي           مسائل الاستيسيته 

 . است معرفي شدهتنشها و تغييرمکانها،
از آنجا که در اين مقاله تکنيک موجک به شکل يک جعبه            
سياه در برنامه روش اجزاي مرزي اسـتاندارد اعمـال شـده            
است، نتايج اين کار انگيـزه بسـيار قـوي بـراي اسـتفاده از               

 اجزاي مـرزي بـراي حـل مسـائل          –روش ترکيبي موجک    
 بخصوص در مسائل الاستو پلاستيسـيته و        عملي مهندسي 

  ايجـاد    كـه نيـاز بـه زمـان حـل زيـادي دارنـد،              ديناميكي
 . مي کند

 

. با پارامتر آستانه های مختلف۱تغييرمکان و تنش های مثال  L۲  نٌرم خطاي: ۱جدول  

h DISP. STR.(XX) STR.(YY) STR.(XY) STR.(ZZ) VON-MISES 
1.E-04 2.45E-04 1.51E-02 3.43E-04 1.06E-02 0.00E+00 2.23E-03 
5.E-04 4.52E-03 7.22E-02 4.52E-03 3.18E-02 0.00E+00 8.67E-03 
1.E-03 1.68E-02 1.89E-01 1.49E-02 9.11E-02 0.00E+00 2.24E-02 

 

. با پارامتر آستانه های مختلف۲تغييرمکان و تنش های مثال  L۲  نٌرم خطاي : ۲جدول  

h DISP. STR.(XX) STR.(YY) STR.(XY) STR.(ZZ) VON-MISES 
1.E-04 2.16E-03 2.92E-03 2.11E-03 2.70E-03 2.42E-03 2.18E-03 
5.E-04 5.76E-03 1.29E-02 7.01E-03 9.44E-03 7.46E-03 7.48E-03 
1.E-03 3.91E-02 4.94E-02 2.72E-02 3.75E-02 3.62E-02 2.72E-02 

 

.  با پارامتر آستانه های مختلف۳تغييرمکان و تنش های مثال  L۲  نٌرم خطاي:۳جدول   

h DISP. STR.(XX) STR.(YY) STR.(XY) STR.(ZZ) VON-MISES 
1.E-04 5.90E-03 3.97E-02 1.31E-01 4.69E-02 0.00E+00 5.94E-02 
5.E-04 9.81E-02 1.93E-01 6.63E-01 3.49E-01 0.00E+00 3.21E-01 
1.E-03 2.68E-01 2.12E-01 7.12E-01 3.98E-01 0.00E+00 3.33E-01 
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 .۳ تا ۱المان های غيرصفر و نرخ فشرده سازی برای پارامتر آستانه های مختلف در مثالهای تعداد  : ۴جدول 
NNZ Compression Ratio Problem DOF th=0.0001 th=0.0005 th=0.001 th=0.0001 th=0.0005 th=0.001 

128 13,200 10,395 9,111 1.24 1.58 1.80 
256 40,976 31,187 25,996 1.60 2.10 2.52 
512 128,723 90,581 70,152 2.04 2.89 3.74 Example 1 

1024 413,309 253,594 172,154 2.54 4.13 6.09 
256 42,391 33,160 28,298 1.54 1.98 2.32 
512 134,037 100,126 76,704 1.96 2.62 3.42 Example 2 

1024 457,527 300,799 180,426 2.29 3.48 5.81 
1024 631,876 426,476 320,185 1.66 2.46 3.27 Example 3 2048 1,903,013 1,120,267 772,211 2.20 3.74 5.43 

 
 .روش المان مرزی استاندارد و روش پيشنهادی) ثانيه(مقايسه زمان حل سيستم معادلات خطی و زمان حل کل  : ۵جدول

Permuted Wavelet BEM Standard BEM Problem DOF 
Total Time T1 Total Time T1 

128 0.42 0.19 0.28 0.22 

256 1.93 1.31 1.83 1.61 

512 12.57 9.03 13.34 12.80 
Example 1 

1024 89.21 68.17 103.67 101.80 

256 1.97 1.34 1.88 1.66 

512 12.41 8.88 13.25 12.69 Example 2 

1024 86.99 64.96 101.31 99.31 

1024 88.01 65.83 101.80 99.98 Example 3 
2048 715.94 574.37 876.63 869.64 
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 واژه هاي انگليسي به ترتيب استفاده در متن

1 - Fast Wavelet Transform 
2 - Compressed Coordinate 


