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 ي با تقارن محوريط همسان جانبي محيل برايروش توابع پتانس
 

 *ي قادي اسکندريمرتض
  دانشگاه تهران - پرديس دانشکده های فنی -علوم پايه مهندسی ار گروه ياستاد

 )۲۴/۶/۸۶ ، تاريخ تصويب ۲۰/۴/۸۶، تاريخ دريافت روايت اصلاح شده  ۵/۱۰/۸۵تاريخ دريافت (

 دهيچک
کامل بودن   . شده است  يل معرف ي بر حسب دو تابع پتانس     ي همسان جانب  يطهايک در مح  يناميئل الاستو د  جواب کامل مسا   ،]۲[ در مرجع      
که در حالـت تقـارن      ن نشان داده شده است      يهمچن .  اثبات شده است   ي همسان جانب  يطهاي موج در مح   ي معادلات تکرار   از  با استفاده  ،جواب
چش آن اسـت  ي بدون پ ـيل فوق الذکر در حالت تقارن محوريت تابع پتانسيمحدود .دن شويل مينها تبدتابع ت کيبه ل ي دو تابع پتانس   يمحور
)ند به صورت بردار   ن توا ين مسائل حداکثر م   ي در ا  ي حجم يروهايکه ن  )( )tzrbz ت فـوق برداشـته    يمحـدود در اين مقاله    . نوشته شود   0,0,,,

) يعني خود   ي به شکل کل   ي حجم يروهاين شده و  ) ( )( )tzrbtzrb zr  .دباش ي م قابل اعمال چش  ي بدون پ  يتقارن محور م حالت   يبرا ,,,0,,,
 در يکي مسـائل انتشـار امـواج ومسـائل اسـتات      يز بـرا  ي ـن  ساده شـده و    يکي حالت استات  ين مقاله برا  يجواب مسائل انتشار امواج ارائه شده در ا       

همسان  يها طي در محيکي مسائل استاتينجا برا يه جواب ارائه شده در ا      شود ک  يداده م  ن نشان يهمچن . گردد يهمسان ساده تر م    يها  طيمح
 . گردديهمگرا م  باشد،يم]۹[ Loveافته جواب يکه خود توسعه  ،]Simmonds ]۱۴جواب  به
 

  توابع پتانسيل-  متقارن محوري-  همسان جانبي-  الاستواستاتيك– الاستوديناميك : كليديواژه هاي
 

 مقدمه
 ۱ مواد ناهمسـان   ي برا ي ارتجاع ياست که تئور  مدتها         

 از مــواد يکــي .مــورد توجــه محققــان قــرار گرفتــه اســت
مــواد   دارد،ي در مهندســيعيناهمســان کــه کــاربرد وس ــ

ن نـوع مـواد   ين مقاله فقط ا يدر ا  .شد با ي م ۲يهمسان جانب 
 يل ـي کـه حـل تحل     يياز آنجـا   .رنـد ي گ يمورد توجه قرار م   

 بـا   يکياستات  و يکيناميلت د  در حا  يارتجاع يمسائل تئور 
همـراه   يل با مشتقات جزئ   يفرانسيحل دستگاه معادلات د   

 حـال   .ن مقوله کمتر مورد توجه قرار گرفته اسـت        يا است،
 نـا همسـان باشـد،      همسـان،  يات مواد به جا   يگر خصوص ا

حـل   . گردد ي دو چندان م   يلي حل تحل  مربوط به مشکلات  
همسـان   يهـا  طي مربوط بـه مح ـ يکي مسائل استات يليتحل

 ،]۱[وتي ـال ،يتسـک يلخن ،]۱۰[شـل يقات م يبه تحق جانبي  
ــو ــواک ،]۶ [هـ ــا ،]۱۱[ينـ ــترنبرگ و وبنکسيـ ، ]۴[اسـ

 متأسـفانه  . گردديبر م] ۲۰[و ونگ و ونگ ]۸[يتسکيلخن
ــرا يتحق ــات ب ــل تحليق ــي ح ــائل ديل ــامي مس  در يکين
 . باشــديار کمتــر مــي بســيهمســان جــانب يهــا طيمحــ
ک ي يکياستات يها  کانرمييتغ )۱۹۴۰( درسال   يتسکيلخن
چش را بـر    يپ بدون   يمحور  تقارن با يط همسان جانب  يمح

 کـه معادلـه    نشان داد  ان کرد و  يل ب يک تابع پتانس  يحسب  
ل با  يفرانسي د هک معادل يل فوق الذکر    يحاکم بر تابع پتانس   

 در سـال  ]۱۱[ينـواک  .باشـد  ي م ۴ ه از مرتب  ييمشتقات جز 
 .به دسـت آورد    را مجدداً    يتسکيهمان جواب لخن   )۱۹۵۴(

 را  يکي اسـتات  مسائل تر ي حالت کل  ]۶[هو ،)۱۹۵۳(در سال 
 يتسـک يلخن  کاملتر از جواب     يمورد توجه قرار داده وجواب    

جواب کامـل    )۱۹۴۸( در سال    ]۱[وتيال .نموده است  ارائه
 را  يکياستات چش در حالت  ي بدون پ  يمسائل متقارن محور  

حـاکم    که معادلات  يبه طور   کرد ي تابع معرف  ۲بر حسب   
 جـواب   هتوسـع  .دن باش ـ ي م ۲ همرتبـ بر آنها معادلات موج   

 انجـام    توسـط لاج   ي حالت بدون تقارن محور    يوت برا يال
ک ي ـ جـواب    ين توجه ما پـس از معرف ـ      يشتريب .شده است 

  بــر حســب توابــعيــيدســتگاه معــادلات بــا مشــتقات جز
.  باشـد  يل مربوط به اثبات کامـل بـودن جـواب م ـ          يپتانس

 هـو،  ،ينـواک  ،يتسـک يلخن يهـا   جـواب اثبات کامل بـودن     
ديگر از توابع پتانسـيل در محيطهـاي        و برخي    لاج   ،وتيال

 اسـترنبرگ   ،]۴[وبنکس و استرنبرگ    يدر مقالات ا  همسان  
، اسـترنبرگ و گـرتين      ]۱۵[، اسـترنبرگ    ]۱۶[وبنکس  يو ا 
 ]۲۰[ونگ ونگ و  و    ]۱۹[، تروسدل   ]۱۸[، استيپس   ]۱۷[

د ي ـل جد ياله توابع پتانس  ن مق يادر .باشد يم يري گ يقابل پ 
 يطهـا يچش درمح يبـدون پ ـ   ي مسائل متقارن محور   يبرا

ن توابـع بـا توابـع       ي ـتفاوت ا  . گردد ي ارائه م  يهمسان جانب 
 بـدون   يمحـور  در حالت متقـارن    ]۲[ ارائه شده در مرجع   

ــ ــه شــده در مرجــع  چشيپ ــع ارائ  ]۲[ آن اســت كــه تواب
در  ؛ باشـد ي در امتداد شعاعي حجم يرويتواند شامل ن   ينم

 مسـائل   ين حـال کـه بـرا      يع ـ در ن مقاله يا  که توابع  يحال
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 يروهـا ين امـا   باشـد،  يچش م ـ ي بـدون پ ـ   يمتقارن محور 
 يروي ـتر بوده وشامل ن    ي تواند کل  ين حالت م  يدر ا  يحجم
 .ز باشدي ني شعاعيحجم

 

  معادلات حاکم
ــار همســان جــانب يمحــ        ــا رفت ــا رايط ب  نشــان  B  ب

] ۷[کلـوگ   ف داده شـده در      ي را با تعر   B طي مح .مي ده يم
ط در  ين مح ـ يمعادلات حرکت در ا   . مي کن يمنظم فرض م  

  يا تصـات اسـتوانه  مخ در دسـتگاه  يحالت متقـارن محـور    
( )zr ,,θشودير نوشته ميبه صورت ز : 
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)که در آن   ) ( )tzrzrji ji ,,,,,, σθ=  تانسـور يهـا  مؤلفـه  
) ،يجــرم حجمــρتــنش، ) ( )tzrbzri i  يهــا مؤلفــه =,,,,

),( وي حجمــيرويــن wvرمکــان ييبــردار تغ يهــا  مؤلفــه 
ط ي مح ـ ي بـرا  ي کرنش يانرژ وجود تابع با فرض    . باشند يم

B   ي با محور تقارن مواز    يزوتروپ جانب يبا رفتار ا z، روابط 
 :]۵[دني آير در ميتنش وکرنش به صورت ز
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 :ديآ ير در ميرمکان به صورت زييبه علاوه روابط کرنش تغ
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) ،)۳(و )۲(در معـــادلات  )tzrji ,,ε بـــا ( )zrji ,,, θ= 

  تانسـور   يهـا   مؤلفـه  lkjiCتانسـور کـرنش و     يهـا   مؤلفه
 يزوتروپ جـانب  يامربوط به رفتار     ۴ ه مرتب يارتجاعضرايب  

معــادلات  ،)۳(و )۲(بــا اســتفاده از معــادلات  . باشــنديمــ
 :نديآ ير در ميحرکت به شکل ز
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 :كه در آن
.)(, 121211111121221313 1 CCCC αα +==      
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 بـه  ي کرنش ـ ين بودن تابع انرژ   يبا در نظر گرفتن مثبت مع     

ــوان نشــان دادي مــيحتــرا 00کــه  ت 12122 >> C,α و 
11 −>α است. 
 

 کينامي مسائل الاستوديجواب کل
ل يتـابع پتانس ـ   ابتـدا  ،)۴( ارائه جـواب معـادلات       يبرا      

),,( tzrΘ  ــواب معادلـ ـ ــوان ج ــه عن ــ زهرا ب ــر  ري  در نظ
 :ميري گيم
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را بر حسب توابـع   w  و u  يها ر مکانيين صورت تغيدر ا
F  وΘ ميسينو ير ميبه صورت ز: 
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ــه  ــن معادلـــــ در ايـــــ

3 1133 1313 1212α C( ) /C C=  و +
2 2 2r r/ /r r∇ = ∂ ∂ + ∂  ،)۴( در معـادلات  ) ۷ (ينيگزيبا جا . ∂

 ـ   ياهده م مش  ـ ي شود که اول  ـ  ) ۴ (هن معادل  و  )۶ (هبـه معادل
 :دن شويم ليتبد )۸(به معادله ) ۴(دومين معادله 
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.],0,[0در شـرط ،   ) ۷(است که جواب     =Τwucurlez  
 zکه در امتـداد محـور       ي  بردار zeنجا  يدرا . کند يصدق م 

 . ترانهاده استيبه معن Tس يبوده وبالانو
داده شـده در     يهـا    دهـد کـه جـواب      ير نشان م  ي ز هي قض

 و محدب نسبت يط همسان جانبيک مح ي يبرا) ۷(روابط  
در حالت متقارن محوري بـدون       z محور   يبه خطوط مواز  

 .دنباش يکامل مپيچش 
 

  کامل بودن جوابهيقض
ف داده شـده    ي ـط منظم با تعر   يک مح ي Bد  يکنفرض       
 z محـور    يمحدب نسبت به خطوط مـواز       و ]۷[کلوگ   در

ــد ــا .باش ــيط را اي ــانب ين مح ــروپ ج ) ويزوت )tzrbr ,, 
)و )tzrbz  هفاصـل   و B ي رو يا  تکـه  هوسـت يدو تابع پ    را ,,

)باز   )0,0 t  اگـر . مي کن ي فرض م( )tzru ) و ,, )tzrw ,, 
)باشـند، آنگـاه توابـع     ) ۴(معـادلات    يها  جواب )tzr ,,Θ 

)و )δ,,, tzrFکهي وجود دارند به طور : 
)تابع   • )tzr ,,Θ ي رو B  ي و رو ( )0,0 t    ر ي مشـتق پـذ

 است، t و z ,r   نسبت به ۲ هتا مرتب
)تـــابع  • )δ,,, tzrFي رو Bي و رو ( )0,0 t مشـــتق 

  است،t و z ,r  نسبت به ۴ هر تا مرتبيپذ

 بـر حسـب   w وu  اسـت، و يل ـيتحلδبـه  نسـبت  F تابع  •
FوΘ در روابـط  ( . شونديف ميتعر) ۷( مطابق روابط

)د يبا) ۷( )δ,,, tzrFن يگزي را جا( )tzrF   .)مي کن,,
) ۸(و) ۶ (ب در معـادلات   ي ـ بـه ترت   F و   Θن صورت   يدر ا 

 . کننديصدق م
)د  ي فرض کن  :اثبات )tzr ,,Θ   ـ   باشـد، ) ۶ (هجـواب معادل

  :شود ير نوشته مي به صورت زΘن صورت يدر ا
( ) ( ) ∈≥=∫∫ zrrdzdrtzrbtzr r ,,,,,,, 0Θ B 

باشـند، آنگـاه    ) ۴(معـادلات    يهـا   جواب w و   uحال اگر 
 به F و   Θن توابع بر حسب   يهمانطور که اشاره شده است ا     

د در ي ـباF ن صـورت  ي ـدر ا. شـوند  ينوشـته م ـ ) ۷(صورت 
 ي نشان دادن وجود جواب بـرا      يبرا. صدق کند  )۸ (همعادل

Fکه ييم ازآنجاي، گوئ Θ نسبت به  z، r و t ۲ ه تـا مرتب ـ 
) و B يرو )0,0 t  ر اسـت، آنگـاه طـرف راسـت         ي مشتق پذ

به F با نوشتن . وسته استي پيبه صورت تکه ا )۸ (همعادل
) ۲ (هي و بـر اسـاس قض ـ      δلور نسـبت بـه      ي ت يصورت سر 

ب ي ـن ترت يبـد .  جواب اسـت   يدارا) ۸ (ه، معادل ]۲ [مرجع  
 با استفاده از روابط كرنش  در ادامه  . کامل است   قضيه اثبات

 هـا    و تـنش ها  کرنش، )۲(كرنش -و تنش ) ۳(و تغييرمكان   
 :شوند ي نوشته مΘ و Fل يز بر حسب توابع پتانسين
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                           همسان يها طيک در محينا ميجواب مسائل الا ستود
 در مواد همسان به صـورت       يب ارتجاع يتانسور ضرا          
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بـا  .  لامـه هسـتند   بيضـرا  µ و   λ کـه در آن      ي به طـور  
 :توان نوشت يم )۱۲(استفاده از روابط 
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2   عملگـــرα=2,1 ي بـــرادر ايـــن رابطـــه
α∇برابـــر  

( )2222 tc ∂∂−∇ α لاپـلاس  معمـول    عملگر   ∇2 و  بوده
ر يي ـتغ Θ حـاکم بـر    همعادل .باشد ي م ي سه بعد  يدر فضا 
وابـط  ردر مواد همسان     .باشد يم) ۶ (ههمان معادل  نکرده و 

 :نديآ ير در مي زيل به شکلهايتوابع پتانس ن تنش ويب
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 يکي حالت استاتمعادلات در
 توابـع مسـتقل از     هي ـکل ک،يدر حالت الاستواسـتات             

به  ل،يپتانس توابع رمکان و ييجه روابط تغ  يزمان بوده ودر نت   
 :ديآ يردر ميبه صورت ز عنوان مثال،
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),(ل ين حالــت توابــع پتانســيــدر ا zrF  و),( zrΘ  بــه
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2کـــه در آن عملگـــر

sα∇2,1ي بـــرا=αبـــه صـــورت  
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بـه   )۲۰( دن جـواب  کامل بو  ،يوتنيل ن ي پتانس اساس تابع بر
 .[Claim4 ,3]  شودي اثبات ميآسان
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ار داشتن کرنش ها وتنش ها بر حسب توابـع          ي در اخت  يبرا
 ينيگزيا جــ اســت کــه بــا   يکــاف ،Θ و Fليپتانســ

),,( tzrF  و),,( tzrΘ ــه ترت ــبـ ــا يـ ),(ب بـ zrF و 
),( zrΘ  استفاده شود ازآنها ،)۱۱( و )۱۰(در روابط. 

 

  در مصالح همسان   يکياستات يها جواب
ه در  ي ـبه منظـور بدسـت آوردن جـواب معـادلات ناو                 

بـا اسـتفاده از      توان يم  در مصالح همسان،   يکيحالت استات 
را  زيـر تا جـواب     روع کرد  ش )۱۹( و   )۱۴(تا   )۱۲(معادلات  

 : آورددستبه 
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ــدر ا ــع ي ــت تواب ),(ن حال zrF و ),( zrΘ ــه ترت ــب ب ي
 :هستند) ۲۴( و )۲۳(معادلات  يها جواب
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 ي بعـد  ۳عملگر معمول لاپـلاس در حالـت         ∇2که در آن    
 شروع کـرد  )۱۵( توان از معادلات  يم به طور مشابه،   .است

 .ديرس ـ )۲۲(جـواب    با حذف مشتقات نسبت به زمان به       و
برروابط  )۲۴( تا )۲۲(نکه معادلات   يبه منظور نشان دادن ا    

 اسـت   يکاف منطبق است،  Simmonds هليداده شده به وس   
بـه   ν و   Εب  يبرحسـب ضـرا    ،µ و   λب لامـه،  يکه ضرا 

)1)(21(ب بــه شــکليــترت ννν −+E 2)1(و ν+E 
 :مين صورت داريدر ا .ن شونديگزيجا
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ــادلات  ــا   )۲۶( و )۲۵(معــ ــرط جــ ــا شــ  F ينيگزيبــ
)EFLove)1)(21با νν است  يقاً همان معادلات  يدق −+

لازم بـه    .ارائه شده اسـت    ]Simmonds  ]۱۳ هليکه به وس  
 . باشدي لاو ميتابع کرنش LoveFنجا يح است که در ايتوض

 

 يلعملكرد تابع پتانس
توابع پتانسيل ارائه شده در اينجا همچون توابـع ارائـه            

هاي ايزوتروپ جانبي بـوده       براي محيط ] ۲[شده در مرجع    
و همانند بسياري از توابع ارائه شده بـراي مـواد ايزوتـروپ             

پـاپكويچ، توابـع بوسينسـك و       -توابع گالركين، توابع نـوبر    (
ادلات درگيـر   براي جداسازي مع  ]) ۵[لامه  -توابع هلمهولتز 

بـه  استفاده از روش توابـع پتانسـيل        . آيد  حركت به كار مي   
در حـل   ] ۵[دليل كارآيي بالاي آن در حل مسائل تحليلي         

 سـروتي چـه     ،مسائل كلوين، بوسينسك  (بسياري از مسائل    
به كار رفتـه    ) در حالت استاتيكي و چه در حالت ديناميكي       

در حـل   ز  ني ـ] ۲[توابع پتانسـيل ارائـه شـده در         ]. ۹[است  
هـر  ]. ۱۲[برخي از مسائل انتشار امواج به كار رفتـه اسـت            

رغم كارايي بسيار     روش ديگر مانند روش اجزاء محدود علي      
ــه حــل تقريبــي مــي  ــاد آن ب ــزايش دقــت  زي انجامــد و اف

هاي آن، به خصوص در مسائل انتشار امواج، نيـاز بـه     جواب
 ارائـه   نويسنده بر آن است تا از توابـع       . هاي خاص دارد    ايده

شده در اين مقاله براي حل تحليلي برخي از مسائل انتشار           
   . استفاده نمايدژفيويامواج به كمك سانتر

 

 يريجه گينت
 ي که وجود تـابع انـرژ      يمواد ن،يدر چارچوب مواد گر         

ک يناميالاسـتود  جـواب معـادلات     آنها مسـلم اسـت،     يبرا
ائل  مس ـ يک بـرا  يومعـادلات الاستواسـتات   ) معادلات مـوج  (

 يروهـا ي کـه ن   يچش در حـالت   يبـدون پ ـ    و يمتقارن محور 
  و ي هم در جهت محور تقارن مـواد همسـان جـانب           يحجم

جوابهـا بـر     .ارائه شده است   ر صفر است،  يهم عمود بر آن غ    
 کـه آنهـا     يبـه طـور    ،ندا ل ارائه شده  يحسب دو تابع پتانس   

ر ي ـ غيـي ل بـا مشـتقات جز  يفرانس ـيدمعـادلات   يها  جواب
بـر   ار سـاده و   ين معـادلات بس ـ   ي از ا  يکي .باشند يهمگن م 
نوشـته    عمود بر محـور تقـارن مـواد        ي حجم يرويحسب ن 

 در مـواد همسـان    ي معادلات مـوج تکـرار     يگريشود ود  يم
کامل بودن جواب منوط به محـدب بـودن          .باشد ي م يجانب
 مـواد   محور تقارن  ي مواز ي مسئله نسبت به محورها    هدامن

 نجـا در حالـت سـاده   ي اجواب ارائـه شـده در  ]. ۲[باشد يم
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 Simmondsبـه جـواب      مصـالح  ک در يمسائل الاستو استات  
 جـواب لاو    هافت ـيشود که خـود گسـترش        ي همگرا م  ]۱۴[
 .باشد يم

  و قدرداني تشكر
هـاي     همكـاري   از نويسنده بر خـود لازم ميدانـد كـه               
اردشير بهرسـتاقي دانشـجوي     ... از آقاي مهندس عزي   جانبي

ه سازه دانشگاه علوم و فنون مازندران       كارشناسي ارشد رشت  
 . دنمايتشكر 
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