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  آنها یری انتگرال پذو تهیسیپوالاستی هیهامدل
 

 2 و محمد حبیبی پارسا 1*یی خزایژن عباسیب
   ی راز دانشگاه- ی مهندسی دانشکده فن-ک یمکانگروه مهندسی اریاستاد1

  دانشگاه تهران  - فنی یهادانشکده  پردیس -و مواد  یمتالورژمهندسی  دانشکده اریدانش2
 )6/11/86ب یخ تصویتار,  28/6/86ت اصلاح شده یافت روای درخیتار,  16/12/85افت یخ دریتار(

 چکیده
 بـر پایـه اسـپین       یهائ مدل  و نقدی- گرین ،مدلهای جامن  و   مدل لگاریتمی  شامل    این مقاله انتگرال پذیری برخی مدلهای هیپوالاستیسیته       در      

با استفاده از تعیین مقـدار انـرژی باقیمانـده در انتهـای یـک      وزدل  ریولین و تر   -حاصل از چرخش محورهای اولری و لاگرانژی و نیز مدلهای کاتر          
 بهنگـام  ی روشـها ین برخ ـیق همچنین تحقیدر ا.  محدود مورد بررسی قرار گرفته است   اجزاءتغییرشکل الاستیک سه بعدی به روش       بسته  مسیر  

نتـایج بدسـت آمـده از     . همگرد  ارائه شـده اسـت     یها مدل ید برا ی مورد بررسی قرار گرفته و یک روش جد        ی نرخ ی اولر ی مدلها یکردن تنش برا  
 نشان می دهد که انرژی باقیمانده در انتهای مسیرهای بسته برای مدل لگاریتمی از سـایر مـدلها                   تهیسیپوالاستی ه ی مدلها یری انتگرال پذ  یبررس

ر روشـها قابـل     یق بـا سـا    ی ـن تحق ی ـد شده در ا   شنهای پ روش دهد که    ی بهنگام کردن تنش نشان م     ی روشها یج بررس ین نتا ی علاوه بر ا   .کمتر است 
 .سه استیمقا

 

   بهنگام کردن تنش-  باقیماندهیانرژ - محدود اجزاء - یتمی لگارنرخ تنش -ته یسیپوالاستیه :واژه های کلیدی
 

  مقدمه
در تحلیل تغییرشکلهای بزرگ اجسام، بدلیل تغییر       

قل تسپیوسته موقعیت جسم، لازم است معادله بنیادین م
 ن یادی معادله بن.باشد 1عبارتی آبجکتیوه  و یا باز ناظر

ا یافته و ی رشکلییت تغی تواند نسبت به موقعیم
. دیت مبنا بدست آیافته به عنوان موقعیرشکل نییتغ

ت مبنا یافته به عنوان موقعی رشکلییت تغیچنانچه موقع
ن انتخاب شود، استفاده از یادی استخراج معادله بنیبرا

مدل .  استیالزام یته اولریسیپوالاستین هیادیت بنمعادلا
 ارائه 2هیپو الاستیسیته در ابتدا با استفاده از نرخ جامن

 ی متفاوتیر مدلها بر اساس نرخهایساگردید و پس از آن 
 را تنش  آبجکتیوکلیه نرخهای  .نداز تنش ارائه شد

 نظیر مدل 3 همگردیمدلهامی توان در دو دسته کلی 
 4مدلهای غیر همگرد نقدی، و- جامن، گرینلگاریتمی،

 دسته بندی 6 و اولدروید5 ریولین-نظیر مدل تروزدل، کاتر
ر همگرد، یک مدل همگرد بر خلاف مدل غی یبرا .]1[کرد

افته یرشکل نییت تغی از موقعیر تانسوریک متغینگاشت 
رد که ی گی صورت میافته، بگونه ایرشکل ییت تغیبه موقع

 .]1[ شودیزمان دچار اعوجاج نم-ستم مختصات فضایس
که برخی از محققین اشاره کرده اند،  طوری  همان

استفاده از مدلهای هیپوالاستیسیته ممکن است به برخی 
نتایج غیر فیزیکی نظیر پاسخ های نوسانی در مسئله برش 

  و یا انرژی باقیمانده ]7[، تنش های باقیمانده ]2-6[ ساده

عقیده بر . ر شکل منجر شود در یک سیکل بسته تغیی]8[
این است که علت اصلی بروز این نتایج غیر فیزیکی، 

 نشان داد که Lehman. انتگرال ناپذیری این معادلات باشد
مشتق همگرد کرنش لگاریتمی تحت شرایطی می تواند 

 که بعدهااین یافته مهم . ]9[ برابر نرخ تغییرشکل شود
   ،]11[ و ]10[دیدگرتائید ز ین Dubey و Reinhardtتوسط 

 را یتمیته بنام مدل لگاریسیپوالاستیک مدل هی یه هایپا
مطالعات منسجم و گسترده در این خصوص . بنا نهاد
و ]1[  انجام شده استMeyers و Xiao ، Bruhnsتوسط 

 مدل لگاریتمی نقص ه اندآنها نشان داد. ]12[-]22[
سبت مدلهای پیشین را نداشته و دارای مزیتهای بسیاری ن

آنها نشان داده اند . الاستیسیته است به سایر مدلهای هیپو
از میان تمامی مدلهای هپیوالاستیسیته ممکن، تنها مدل 

این . سازگار با تئوری الاستیسیته مدل لگاریتمی است
 شرایط انتگرال ،مدل برخلاف سایر مدلهای ارائه شده

 و به عبارت دیگر هرا احراز نمود ]23[پذیری برنشتن 
انتگرال پذیر و با تئوری الاستیسیته و هایپرالاستیسیته 

  .سازگار است
بررسی انتگرال پذیری سیستم معادلات دیفرانسیل       

جزئی غیرخطی با استفاده از بررسی شرایط انتگرال پذیری 
.  بسیار پیچیده است،برنشتن حتی برای معادلات ساده

مدلهای نرخی یک راه ساده تر برای بررسی انتگرال پذیری 
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در انتهای یک مسیر بسته  تعیین مقدار تنشهای باقیمانده
 .تغییر شکل می باشد

برای مسیرهای تغییرشکل   مقدار تنش های باقیمانده      
هیپوالاستیسیته  ی مدلهایبرخ برای Linدو بعدی توسط 

وی نشان داد که مدل . ]25[  و]24[استشده بررسی 
حداقل مقدار تنشهای   مدلها،لگاریتمی در مقایسه با سایر

بسته تغییرشکل دو  مسیرک ی  یدر انتهاباقیمانده را 
 یانرژمقدار به نظر می رسد موضوع  .بعدی ارائه می دهد

در حالت مسیر بسته تغییرشکل ک ی یانتها درباقیمانده 
مورد بررسی قرار تاکنون  ی دو بعدی و حتسه بعدی

 . نگرفته است
دلهای م یریانتگرال پذ هدف اصلی از این تحقیق

در هیپوالاستیسیته از طریق تعیین مقدار انرژی باقیمانده 
بسته تغییرشکل در حالت سه بعدی  مسیرک ی یانتها
ق ین تحقی که در ایگرین موضوع مهم دیعلاوه برا .است

 بهنگام کردن ی روشهای شود، بررسیبدان پرداخته م
 یلهار شکییل المان محدود تغیدر تحل ی کاووشتنش

 یک برنامه اجزاء محدود براین منظور ی ایبرا. بزرگ است
 فرترن نوشته یسی مورد مطالعه به زبان برنامه نوینرخها

 .شده است
 

  یکینماتیروابط س
 که در ادامه یکینماتی روابط سین بخش برخیدر ا      

 : شوندیمورد استفاده قرار خواهند گرفت مرور م
 
ن سرعت، نرخ ایرشکل، گرادییان تغیگراد 

 رشکلییتغ
ــام       ــه  یهنگ ــک ــرار ییک جســم تحــت تغی ــکل ق  رش

ک بـردار  ی ـن جسـم،  ی ـ توان بـه هـر ذره از ا        یرد، م ی گ یم
)تیموقع , )tφ=X x    سـتم مختصـات    یک س ینسبت به

ت ی ـ توانـد موقع   یستم مختصات مبنا م   یس. مبنا نسبت داد  
ا هــر یــافتــه و یرشــکل ییت تغیــافتــه، موقعیرشــکل نییتغ

 Xن بــردار ســرعت ذره یبنــابرا . باشــدیگــریت دیــموقع

dبصورت  
dt

= =
xv x& لامـت  جائیکـه ع   . گردد یف م یتعر

( )
•

) و  )d
dt

 نسبت  ی مشخص نمودن مشتق زمان    ی  برا  
 .است یا تانسوریت اسکالر و یک کمیبه 
 ان یله تانسور گرادی بوسXک ذره ی یشکل موضع رییتغ

 : شودیف میر تعری بصورت زFرشکل ییتغ
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 سـرعت ان  ی ـله گراد ی بوس Xرشکل ذره   ییرات تغ یینرخ تغ 
 : گرددیف میر تعریبصورت ز
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  Lان سـرعت  ی ـ متقارن و نامتقارن تانسور گراد     یها بخش
 W  و تانسـور چـرخش        Dر شـکل  یی ـ نـرخ تغ   ،بیبه ترت 

 : شوند و عبارتند ازیده مینام
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ن ، کرنش ی گری استرچ ، کاوشیتانسورها
  آنهایفیه طی و تجزیتمیلگار
ر شـکل   یی ـان تغ ی ـ گراد یه قطب ـ ی ـبا اسـتفاده از تجز           
 :م داشتیخواه

)4( F = RU = VR
 Vتانسور استرچ راسـت و    Uسور دوران، تانRجا   نیدر ا 

بصـورت   Vو Uیت هـا  یکم. تانسور استرچ چپ هستند   
 : ندیای توانند بدست بیر میز
 
)5( 2T= =

T 2C = F F = U
B FF V

ن ی گـر ی کاوش ـیب تانسـورها ی ـترته  ب C و   Bجا نیدر ا 
  .چپ و راست هستند

ب ی ـ بـه ترت   B  و  V یژه تانسـورها  یر و ید مقاد یفرض کن 
{ }1, , nλ λKو { }1 , , nχ χKکـــــه ی بطور، باشـــــند

1 3n≤  کسـان را مشـخص     یر  ی ـژه غ ی ـر و ی تعداد مقاد  ≥
2که  ی کند جائیم ( 1, , )nα αχ λ α= = K. 

}هرگــاه }1,..., nB Bتانســور  7ژهیــر وی تصــاوB ،باشــند 
 :]12[ر خواهد بودی آن بصورت زیفیه طیتجز

 
)6( 1

,
n

n nα α α α α
α

χ
=

= = ⊗∑B B B

nα  ژه تانسور   ی بردار و V ای ـB   ر یتانسـور تصـو    . اسـت
 :ر استی خواص زی داراαBژه یو



 
 ١٠١٣                                                                                          .....                                           هيپو الاستيسيته ي      مدل ها

 
 

 
)7( 1

,
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α β αβ α α
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δ
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 ی تکـرار  یسـها ی اند ی  رو  ∑ن رابطه عملگر جمع   یدر ا 
بـا  .  تانسـور واحـد از مرتبـه دوم اسـت          I.  شود یانجام نم 

ر بدسـت   ی ـلوستر بصورت ز  یرابطه س ،  ) 7(استفاده از رابطه  
 :دی آیم
 
)8( 1

1,

n
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β β α α β

χ
δ

χ χ= ≠

−
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−∏
B I

B

 ی عمـوم  یژه، دسته بند  ی و ری تصاو یبا استفاده از تانسورها   
ل ارائه شده اسـت را مجـددا        یه توسط ه   ک ی اولر یکرنشها

 : ]12[می کنیف میر تعریبصورت ز
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( ) ( )
1

n

α α
α

χ
=

≡ ƒ = ƒ∑e Β B

 :ر استی خواص زی و دارایشی، افزا همواره مثبت ƒتابع 
 

:

0

R R+ƒ →
1′ƒ(1) = ƒ (1) − =
2

 قابـل   ی مختلف کرنش اولـر    یت ها ی کم fبا انتخاب تابع  

ln1  یدر حالت خاص بـرا    .  است یابیدست
ƒ( ) =

2
x x  ، 

 :دی آیر بدست می  بصورت زیتمیکرنش لگار
 
)10( 1

1 1ln (ln )
2 2

n

α α
α

χ
=

= = ∑h B B

 :ندی آیر بدست می بصورت زBژه تانسور یر ویمقاد
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)11( 
I و II و IIIتانسوریرهای نامتغ B هستند و عبارتند   
 :از

2 2

3 2 3

;
1 (( ) );
2

1 1 1det ( ) ( )( )
6 2 3

I tr

II tr tr

III tr tr tr tr

=

= −

= = − +

B

B B

B B B B B

)12( 

  تنش8وی  آبجکتینرخها
 ی نرخهـا  ی اصـل  در دو گروه     تنش   ویآبجکت ینرخها        

  و جــامن وینقــد-نی، گــریتمیر نــرخ لگــاریــهمگــرد نظ
 ،ینی و پـائ   ید بـالائ  ی ـر نرخ اولدرو  یر همگرد نظ  ی غ ینرخها
 یخـانواده نرخهـا   . شوند ی م یطبقه بند ... ن و   یولیر-کاتر

 :]1[ ارائه شوند توانندی مریو تنش بصورت روابط زیآبجکت
 

 
)13( 

( )
H

m
•

= + −σ σ σW - Wσ σD + Dσ
o

( ) ( )
H

m tr
•

= + − +σ σ σW - Wσ σD + Dσ D σ
o

)14( 
)در روابط فوق           , )m ∈ −∞  یکاوش ـ تـنش    σ و   ∞

) یعلامتهـا  .است ), ( )
• o

 نشـان دادن    یب بـرا  ی ـ بـه ترت   
 بکـار   ی و مـاد   یفضـائ  در مختصات    و  ی آبجکت ی زمان مشتق

 متعلق به اعداد m توان نشان داد به ازائ هر  یم.  رود یم
عنـوان   به.  شود ی حاصل م  یو اولر یک نرخ آبجکت  ی یقیحق

1m ئمثال به ازا   = 1m و −  ینرخها) 14(رابطه  در   =
0m و بـه ازائ    ی و بـالائ   ینید پائ یاولدرو 0.5m و = = 

 ـ  جـامن و   ینرخها )13(در رابطه      بدسـت  9خ بـارو  -ان دورب
 . دیآ یم
 بصورت  همگرد تنشی نرخها یگر برا ی د یک رابطه عموم  ی
 :استریز
)15( •

= +σ σ σΩ -Ωσ
o

  دسته  بصورت زیره ب و بودهن ی  تانسور اسپΩجا نیدر ا
 :دیآمی 

)16( Ω = W + N

3

1 2 3

1 2 3

2 2
1 2

1 2 3 1

0

[ ]

[ ] [ ] [ ]

if

v if

v v v

if

χ χ χ

χ χ χ

χ χ χ χ

= = =

= ≠ =

= − + +

≠ = ≠

N

N BD

N BD DB B D B DB

)17( 
]جا نیدر ا ]r s r s s r= −B D B DB B DB 

, که یبطور  0,1, 2r s 3ضـرائب   .  هسـتند  = 2 1, ,v v v 
 :دیآ ی بدست مزیرله رابطه یز  بوسین
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−
= −

∆
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)18( 
 .هستند Bژه تانسوریور ی مقاد iχ فوق در رابطه

)مقدار تابع    )h y  ینقـد -نی جـامن، گـر    ی نرخهـا  ی بـرا ،
ــار ــائ نرخو یتمیلگـ ــر پایهـ ــ بـ ــپیـ ــل از یه اسـ  ن حاصـ

ب برابــر یــ بــه ترتی و لاگرانــژی اولــریچــرخش محورهــا
11 1 2, , ,0

1 1 ln 1
yy y

y y y y
−− +

−
+ − +

2 و   
1

y
y+

.  باشـد  یم  

و  Nتی ـ، کم )18(فوق در رابطـه     ر  یک از مقاد  یبه ازاء هر    
 .دی آی مختلف بدست می مدلهای براΩجهیدر نت

 

  بهنگام کردن تنش یهاروش
ــ       در ا ــردن تـــنش  یـ ــام کـ ن بخـــش روابـــط بهنگـ

تمها استخراج شـده و     ی الگور ی برخ یبرا) شهفیکر(یکاوش
 . هاد شده استشنیز پید نیک رابطه جدی

 تـوان   ی م ـ ی تـنش کاوش ـ   یف مشتق فضائ  یبا توجه به تعر   
 : ]1 و 15[ نشان داد

 
)19( 

T T
•

=Q σQ Q σQ
o

 نیتانســور دوران اورتوگونــال حاصــل از اســپQنجــا یدر ا

Ω  1کـه    یطوره   است ب
•

−=Ω QQ .  از انتگرالگیـری  بـا
t,[  محـــدودهدر) 19(رابطـــه t t + ∆  و اســـتفاده از

σ=:رابطه D
o

Cم داشتی خواه: 
 
)20(( : )

t t t tT T

t t
dt dt

•
+∆ +∆

=∫ ∫Q σQ Q D QC

 و اســتفاده از قاعــده )20(پــس از انتگرالگیــری از معادلــه 
 :نقطه میانی برای سمت راست معادله داریم
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2 2 2
[ ( : ) ]t t t

T T T
t t t t t t t t t t t t t
T
t t t t∆ ∆ ∆

+∆ +∆ +∆ +∆ +∆

+ + +

− =

∆

Q σ Q Q Q σ Q Q

Q D QC
 درمعادله فـوق    اجزائ   سمت چپ و راست       نمودن با ضرب 

t t+∆Q و T
t t+∆Q  و اســتفاده از فــرضT

t t t t+∆ +∆ =Q Q I 
 :م داشتیخواه

2 2 2
[ ( : ) ]t t t

T T
t t t t t t t t t

T T
t t t tt t t t∆ ∆ ∆

+∆ +∆ +∆

+∆ +∆+ + +

=

+ ∆

σ Q Q σ Q Q

Q Q D Q QC
)22( 

 
 1تم یالگور
 نی تخم فاده از با است      

2 2
t t

T T
t t t tt t∆ ∆+∆ +∆+ +≈ ≈Q Q Q Q I 

t اعمال شرط مـرزی      زی ن و =Q I  ی روش لاگرانـژ   یبـرا 
 :خواهیم داشتبهنگام شده ،

)23(
2

( : )t
T

t t t t t t t t t∆+∆ +∆ +∆ += + ∆σ Q σ Q DC
  ارائـه شـده      وینجـت  -هیوزتوسط   )23( انتگرالگیری رابطه
اء محدود بکار    اجز ی در برنامه ها   یعی و بطور وس   ]26[است

 . رودیم
 

 2تم یالگور
 ار کوچـک فـرض     ی بس ـ یانیچه دورانها تا نقطه م     چنان    

 کـــه بتـــوان از تخمـــین  یشـــوند بطـــور
2
t

T
t ∆+ ≈Q I  و

2
t t tt ∆ +∆+ ≈D D  ــا اســتفاده از شــرط  اســتفاده کــرد، و ب

tیمرز =Q I  در خواهد آمد  ربصورت زی) 22(رابطه: 
 

)24( [ ( : ) ] T
t t t t t t t t tt+∆ +∆ +∆ +∆= + ∆σ Q σ D QC

 3تم یالگور
t,[ محدودههرگاه در            t t + ∆      نمو دورانها بقـدر ، 

2 کوچک باشند برای لحظـه     یکاف
t t+∆       مـی تـوان نوشـت   

]27[: 
)25( 

2
,

2t
t t t

tt ∆
+∆

+

+
= =

Q QQ Q I

)26( 
2 2

,
2 2t t

T
Tt t t t

t t∆ ∆
+∆ +∆

+ +

+ +
= =

I Q I QQ Q

، )22(در رابطــه ) 26(و ) 25(بــا جــایگزین کــردن رابطــه 
 :م داشتیخواه
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+   ∆    

I Qσ Q σ Q Q

I QD QC

)27( 
بصورت  ک رابطه نسبتا ساده   ی 27و26و25با توجه به روابط     

 : گرددیشنهاد میر پیز
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2

1 [( )( : )( )]
4 t

T
t t t t t t t

T
t t t tt t∆

+∆ +∆ +∆

+∆ +∆+

=

+ + + ∆

σ Q σ Q
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)28( 
 

 4تم یالگور
ــک روش انتگرالگ     ــریی ــه اخی ــ ک ــطی و  Zhou را توس

Tamma      بصـورت زیـر    ارائـه شـده   برای مدل های همگرد  
 :]28[است

1 [ ; ; , 1]

[ ; : ; , 1],
2

t t t t
t t

+ = +
∆

+ ∆ +

σ T Ω σ

T Ω DC

)29( 
 یک عملگر همگرد  است که تـنش کاوشـی را Tدر اینجا   

1t  به موقعیت     tاز  موقعیت      Tنگاشـت .    می نگارد    +
 :بصورت زیر تعریف شده است

 

2
2

2

3

4

[ ; ; , 1]
1 sin( )

1 sin ( )

1 (1 cos( ))

1 (2sin( ) sin(2 ))
2

1 (3 cos(2 ) 4cos( ))
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)30( 
,که برای  جائی 0,1,2r s   داریم=

 

)31( [ ]r s r s s r= −Ω σ Ω σ σ Ω

2که  بطوری 2 2
12 13 23ϒ = + +Ω Ω Ω 

 

 ج عددی و بحثینتا
ل یفرانس ـی معـادلات د   یل ـینکـه حـل تحل    یبا توجه به ا        
ر ی  غ  یار محدود ی بجز در حالات بس    ی نرخ ی از مدلها  یناش

 در  مربوطـه برای حل معادلات     رسد، لذا    یممکن به نظر م   
 بهنگام شده   یلاگرانژاجزاء محدود   ک برنامه   ی،  قین تحق یا

 یبـرا .  شد به زبان فرترن نوشته    بزرگ   یر شکلها یی تغ یبرا
 ــ ــل مع ــادلات غح ــی ــ روش نیر خط ــده  ی ــلاح ش  وتن اص

 ی ضـمن  یری و روش انتگرالگ   ی لحظه ا  یس سخت یا ماتر ــب
 .مورد استفاده قرار گرفت

 نقطـه   27 گرهی بـا     20 مکعبی لمان ا کیاز  ق  ین تحق یدر ا 
   . استشده استفاده گوسی
اولین مثال عددی در این بخش برای بررسی عملکرد               

 بهنگـام   یمطالعـه دقـت روشـها     ز  یو ن برنامه اجزاء محدود    
در مثالهـای بعـدی مقـدار       . طراحی شده است  کردن تنش   

انرژی باقیمانده در انتهای مسـیرهای طراحـی شـده بـرای         
تغییرشـــکلهای ســـه بعـــدی بـــرای مـــدلهای مختلـــف  

 . مقایسه شده اندمحاسبه و هیپوالاستیسیته 
 

 مسئله برش ساده   : 1مثال
 ی مـدلها  ی بررس ی برا یعیمسئله برش ساده بطور وس          
 بزرگ مـورد اسـتفاده قـرار        یر شکلها یی در حالت تغ   ینرخ
 یلیاز آنجا که حل تحل     ]30،29،28،25،13،8،3[ ردی گ یم

: ری ـ مشـهور نظ ی از نرخ ها   ی تعداد یمسئله برش ساده برا   
، ]25[ و جـامن در دسـترس اسـت          ین نقد ی، گر یتمیلگار
 ی نرخهـا  ک از ی ـ هر یبران با حل مسئله برش ساده       یبنابرا

 توان نسبت به    ی م یلی تحل و یج عدد یسه نتا یمذکور و مقا  
 بهنگام کردن تنش    یز روشها یج المان محدود و ن    یدقت نتا 

 .قضاوت نمود
حالت تغییر شکل یافته و تغییر شکل نیافتـه         ) 1( در شکل 

ر شکل ییدر حالت تغجسم پیوسته برای مسئله برش ساده 
 لی و اجزاء محـدود    نتایج تحلی . نشان داده شده است   بزرگ  

.  شده است  نشان داده ) 2(  در شکل  01/0برای نمو کرنش    
نتــایج تحلیلــی بصــورت علامتهــای بــزرگ و نتــایج اجــزاء 

در  .محدود بصورت علامتهای کوچک نشان داده شـده انـد         
µاینجا مولفه های تنش بصورت نرمـال شـده          

τ   نمـایش 
 مـدول   µ تـنش کریشـهف و     τدر اینجـا  . داده شده است  
ــت ــی اسـ ــور. برشـ ــه  یبطـ J=τکـ σ  و detJ = F.   

 نتـایج   01/0 برای نمو کرنش     که دیده می شود    همانطوری
  .هستندتحلیلی کاملا بر نتایج اجزاء محدود منطبق 

:  وجود دارد اینکـه    )2( توجه در شکل     د نکته قابل  چن      
 نرخ جامن نوسانی است، دومـا       یبرااولا پاسخ بدست آمده     

پاسخ مدل ها بر پایه اسپین حاصل از چـرخش محورهـای          
اولری و لاگرانژی مشابه هستند، سوما مولفه برشـی تـنش           

 .ریولین  بر هم منطبقند-در مدلهای تروزدل و کاتر
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 .مسئله برش ساده : 1شکل

  
  .01/0 مختلف و نمو کرنشی نرخهای نتایج تحلیلی و اجزاء محدود حل مسئله برش ساده  برا: 2شکل

  
 .1/0 و  نمو کرنشیتمی نرخ لگاری مختلف بهنگام کردن تنش درمسئله برش ساده  برای نتایج روشها: 3شکل

         
 

 یتمی نرخ لگار–الف 
 .  ین نقدیگر)،  بیتمیلگار) الفی انتگرالگیری برای نرخهایمقدار خطای نسب: 4شکل 
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 ین نقدی نرخ گر-ب
  . ین نقدیگر)،  بیتمیلگار) الفی انتگرالگیری برای نرخهایمقدار خطای نسب: 4شکل ادامه 

 
  

 .تغییرات خطای انتگرالگیری با افزایش نمو کرنش: 5شکل 
 

 
CC)ر شکلیی بسته تغ یرهایمس : 6شکل C C)′   .3853 و′′

 
 
 

 

 
 الف

 
 ب
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 .ر شکلییمطابق مسیرهای مختلف تغ) 6(تغییرات انرژی طی تغییرشکل المان مکعبی شکل: 7شکل
 

 را  مختلـف بهنگـام کـردن تـنش          یدقت روشها ) 3(شکل  
  نشـان   یتمی نـرخ لگـار    ی بـرا  1/0نمـو کـرنش     اندازه   یبرا
 کـه بـا      دهـد  ینشان م ـ  )3(و)2(یسه شکلها یمقا.  دهد یم

 و  یج عـدد  یبزرگ شدن انـدازه نمـو کـرنش، انطبـاق نتـا           
 ـ .ابـد ی ی کاهش م  یلیتحل منظـور مقایسـه بهتـر نتـایج        ه   ب

هـای مختلـف بهنگـام کـردن تـنش،           بدست آمده از روش   
 ـیری ـگ  انتگـرال  ی نسـب  یت خطـا  یکم صـورت نسـبت   ه  ب

 یل ـیج تحل یو اجـزاء محـدود بـر نتـا        اختلاف نتایج تحلیلی    
 روشـهای   یمقدار خطای نسـب   ) 4(شکل. ف شده است  یتعر

 و  01/0مختلف بهنگام کردن تنش را برای نموهای کـرنش        
.   نشـان مـی دهـد       ین نقـد  ی گر  و یتمی لگار ی نرخها یبرا

 محـدوده   درداسـت   یهـا پ   کـه از ایـن شـکل       طوری همان
هـا    نـرخ  نی ـا یشنهاد شده بـرا   یپتم  ی، الگور γ≥2کرنش

 .  دهدی را ارائه م)قدر مطلق( ی نسبیحداقل خطا
 نـرخ   ی بـرا  یری ـگ  انتگـرال  یاثر اندازه نمو کرنش بر خطا     

 یطور همان. نشان داده شده است   ) 5( در شکل    یتمیلگار
 بطور ی نسبیش نمو کرنش، خطا   ی شود با افزا   یده م یکه د 
  یقطـه نظـر عمل ـ    ن موضـوع از ن    ی ـا. ابدی یش م ی افزا یخط
 یکه بر اساس مقـدار خطـا   یطوره  ب. د باشد ی تواند مف  یم

ن انـدازه نمـو کـرنش را        ی تـوان مناسـبتر    یمورد انتظار م ـ  
 . انتخاب نمود

شـنهاد شـده    یتم پ ی دهـد کـه الگـور      ینشـان م ـ  ) 5(شکل  
بـه  . ت را نسبت به اندازه نمـو کـرنش دارد         یحداقل حساس 

 توان از اندازه    ی م شنهاد شده یتم پ ی الگور یگر برا یعبارت د 
ن موضـوع موجـب     ی ـا. نمو کـرنش بزرگتـر اسـتفاده نمـود        

 .  شودی می محاسباتینه هایکاهش هز
       یک نکته با اهمیت از نظر عملی، زمان مورد نیاز برای          

) وتریله کـامپ  یزمـان محاسـبات بوس ـ    ( بهنگام کردن تـنش   
ک مسئله مشخص مانند برش سـاده       یحل   اگر زمان    .است

بـرای سـاده تـرین روش انتگرالگیـری         امپیوتر  وسیله ک ـ ه  ب
 فـرض کنـیم، ایـن زمـان بـرای           100 را   1یعنی الگـوریتم    

و  9/101، 8/101ب برابــر یــ بــه ترت4 و 2،3هــا  الگــوریتم
دیده می شود که زمـان لازم بـرای   . دی آ یبدست م  3/167

درصـد   9/1 تنهـا  یشـنهاد ی پ گیری برای الگوریتم   انتگرال
کـه ایـن مقـدار بـرای           در حـالی     است 1 تمیش از الگور  یب

 .است درصد 3/67برابر  ،4الگوریتم 
 



 
 ١٠١٩                                                                                          .....                                           هيپو الاستيسيته ي      مدل ها

 
 

 یمانده در انتهای باقیمحاسبه انرژ : 2مثال
ر شکل در حالت سه یی بسته تغیرهایمس
 یبعد
 تانسور تنش در محـدوده    ته  یسی الاست یبراساس تئور       

 بـه   . ریک تـابع حالـت اسـت و نـه مس ـ          ی الاست ر شکل ییتغ
رشـکل، مقـدار    ییر بسته تغ  یک مس یدر   گر هرگاه یعبارت د 
ر صـفر  ی مس ـی ابتداآن در   همراه   نهفته   یز انرژ یتنشها و ن  

 .خواهد بود صفر  ز  ین  بسته ری مس یانتهاباشد، مقدار آن در     
ل یفرانســـیســـتم معـــادلات دیط سین شـــرایـــتحـــت ا

 از آن،  یری ـ با انتگرالگ  ر بوده و  یته انتگرال پذ  یسیپوالاستیه
 بـرای   بخـش  در ایـن     .دی ـ آ ی م ـ بدسـت ته  یسیرابطه الاست 

ته، یس ـیپوالاستی مختلـف ه   ی مدلها بررسی انتگرال پذیری  
ــرژ ــدار ان ــایمق رشــکل یی بســته تغیهاکلی ســی در  انته

ن بخش از سه    ی ارائه شده در ا    ی مثالها .محاسبه شده است  
 رسـد تـا   ینکه بـه نظـر م ـ  یاولا ا: هستندجهت قابل توجه   

نشده اسـت،    ی بررس ین موضوع در حالت سه بعد     یکنون ا 
ن ینجا بـرخلاف روش محقق ـ    ی انجام شده در ا    ی بررس "ثانیا

 یمانده استوار بوده، بر انـرژ   ی باق یه تنشها ین که  برپا   یشیپ
ن ی ـ در ا  ی مختلف ـ یرهایمس ـ" ثالثا. مانده  استوار است   یباق

 قـرار گرفتـه   یو مورد بررس شنهادین بار پ  ی اول یق برا یتحق
 .است

ر شکل را نشـان     یی تغ از و بعد     قبل ی مکعب المان) 6( شکل
نصـورت   یر شکل بدییر بسته تغ  یک مس ینجا  یدر ا .  دهد یم

 قبل و بعد  ABEF یت گره های موقعف شده است کهیتعر
ر بسـته   ی مس ـ C و گـره     بـوده رشکل همـواره ثابـت      ییاز تغ 

' "C C C C→ →  کنـد کـه     ی م ـ ی ط ـ ی را طور  →
 صـفحه   یبه شکل مربع و مواز    همواره   CDHGچهارگوش  

XZ  گر مربع   یبارت د عه  ب.  ماند ی م ی  باقCDHG    به مربـع 
C'D'H'G'         و بعد بـه مربـع  "C"D"H"G       منتقـل شـده و  

ر حرکـت  یمس ـ.  گـردد  ین خود باز م ـ   یسپس به نقطه آغاز   
 )7( شـکل   سـمت چـپ    ک در یور شمات طه   ب CDHGمربع  

 ـ     یطوره  ب. نشان داده شده است    طـور  ه  که مربع مـذکور ب
مبـدا  تا بـه    ی و نها  5 و سپس به نقطه      8 به   3صلب از نقطه    

ر بسته مـذکور را بـا   یق مسین تحقی در ا  . گردد یخود باز م  
ر یی ـر تغ ی مس که یطوره  ب ،می کن ی م ی نامگذار 3853عدد  

 و   8 یهـا  تی ـب به موقع  ی آغاز و بعد به ترت     3شکل از گره    
نجا تمـام   یدر ا .  گردد ی باز م  3ت  ی رفته و سپس به موقع     5

ن اـی ـپا روع و ـ ش ـ 3ت  ـی ـکل در موقع  ـر ش ـیی تغ یرهایمس

 را  CDHGر حرکـت مربـع      ی مس ،کانیعلامت پ . رندی پذ یم
 . د دهیمنشان 
 ر شکل  ییر بسته تغ  یت مس ینهای ب ،داستیکه پ  یطور همان

 شروع و به همان نقطـه خـتم         3افت که از نقطه     ی توان   یم
ــدر ا. شــود ــن تحقی ، 3723، 3283  بســتهیهاریق مســی
ــورد3853 و 3653، 3783، 3523 ــ مــ ــرار ی بررســ   قــ

 مـدول   بـر (ر شـکل  یی ـتغ یرات انـرژ  یینمودار تغ . دنگرفته ا 
 ی مـدلها  ی بر حسـب  زمـان بـرا        )م شده است  ی تقس یبرش

 ق ی ـمـورد تحق   بسـته    یرهایته و مس  یسیپوالاستیمختلف ه 
 یج  بدسـت آمـده بـرا       ینتا. ستآورده شده ا   )7(در شکل   

مانده در  ی باق ی دهد که انرژ   ی بسته نشان م   یرهایه مس یکل
ر مـدلها کمتـر     ی از سـا   یتمیلگـار  مـدل    یبرا ری مس یانتها
ن ی و جـامن کمتـر     ین نقـد  ی گـر  ی مـدلها  پس از آن  .است

ــرژ  ــدار ان ــدهی باقیمق ــا یو در حق (مان ــت خط ــه )ق   را ارائ
مانـده،  ی باق ین مقـدار انـرژ    یشتریب که یدر حال  . دهند یم

ن حاصـل از چـرخش      یه اسـپ  ی ـ بـر پا   ییها  به مدل  مربوط
ن و  یولی ر -کاتر یز مدلها ی  و ن   ی و لاگرانژ  ی اولر یمحورها

 .  باشدیتروزدل م
     

 نتیجه گیری
 عبارتند ازق ین تحقیاز ابدست آمده مهم نتایج 

 بهنگام کردن   یبرا)  3تمیالگور ( شنهاد شده یپ الگوریتم 
 در مسـئله بـرش      حداقل انحراف را از نتایج تحلیلـی      ،  تنش
  .بدست می دهدساده 

شنهاد یرشد خطا با افزایش نمو کرنش برای الگوریتم پ •
 .ها است شده کمتر از سایر الگوریتم

گیری به   بیشترین زمان لازم را برای انتگرال4الگوریتم  •
شنهاد یتم پیکه الگور یخود اختصاص داده در حال

 . دهدیخود اختصاص م را به یشده زمان کمتر
ر یی بسته تغیرهای مسیمانده در انتهای باقیمقدار انرژ •

 ری از سایتمیار مدل لگی برا مورد مطالعهشکل
-نی گر، مدل جامنشاملته یسیپوالاستی هیمدلها
ن حاصل از چرخش یه اسپیبر پا یلهائ مد،ینقد

 - کاتریز مدلهای و نی و لاگرانژی اولریمحورها
  کمتر است، ن و تروزدلیولیر

 

 ر و تشکریتقد
 دانـد از    ین مقاله بر خود لازم م ـ     یسنده اول ا  ینو

  از تی ـحما بخـاطر    یراز دانشـگاه    یوهشژمعاونت محترم پ  
 .دی نمایق تشکر و قدر دانین تحقیا



 
 ۱۳۸۶اسفندماه , ۸شماره , ۴۱جلد , يه دانشکده فني  نشر                                                                                               ١٠٢٠      

 
 

 مراجع
1- Xiao, H., Bruhns, O. T. and Meyers, A. (2006). " Elastoplasticity beyond small deformation: Basic 

variables,essential structures, and constitutive and computational implication." Acta Mechanica, No. 182, PP. 

31-111. 

2 - Dienes, J. K. (1979). "On the analysis of rotation and stress rate in deforming bodies." Acta Mechanica, No. 

32, PP. 217-232. 

 3 - Pinsky, P. M., Oritz, M. and Pister, K. S. (1983). "Numerical integration of rate constitutive equations in 

finite deformation analysis." Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, No. 40, PP. 137-158. 

4 - Simo, J. C. and Pister, K. S. (1984). "Remarks on rate constitutive equations for finite deformation problem, 

Computational implications." Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, No. 46, PP. 201-215 

5 - Atluri, J. K. (1984). " On constitutive equations at finite strain: Hypoelasticity and elasto-plasticity with 

isotropic or kinematic hardeninig." Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, No. 43, PP.  

137-171. 

6 - Szabo, L., Balla, M. (1989). "Comparison of some stress rates." International Journal of Solid and 

Structures, No. 25, PP. 279-297. 

7 - Kojic, M. and Bathe, K. J. (1987). "Studies of finite element procedures - stress solution of a closed elastic 

strain path with stretching and shearing using updated Lagrangean - Jaumann formulation." Journal of 

Computers and Structures, No. 26, PP. 175-179. 

8 - Truesdell, C. and Noll, W. (1965). "The nonlinear field theories of mechanics." Handbuch der Physik, 

volume III/3. Springer, Berlin, PP.447-441.   
9 - Lehmann, T., Guo, Z. and Liang, H. (1991). "The conjugacy between Cauchy stress and logarithm of the left 

stretch tensor  ". European Journal of Mechanics- A/solids, No. 10, PP. 395-404. 

10 - Reinhardt, W. D. and Dubey, R. N. (1995). "Eulerian strain-rate as a rate of logarithmic strain." Mechanics 

Research Communications, No. 22, PP. 165-170. 

11 - Reinhardt, W. D. and Dubey, R. N. (1996). "Coordinate-independent representation of spin tensors in 

continuum mechanics." Journal of Elasticity, No. 42, PP. 133-144. 

12 - Xiao, H. (1995). "Unified explicit basis-free expressions for time rate and conjugate stress of an arbitrary 

Hill's strain ". International Journal of Solid and Structures, No. 32, PP. 3327-3347. 

13 - Xiao, H., Bruhns, O. T. and Meyers, A. (1997). "Logarithmic strain, logarithmic spin and logarithmic rate." 

Acta Mechanica, No. 124, PP. 89-105. 

14 - Xiao, H., Bruhns, O. T. and Meyers, A. (1997). "Hypo-elasticity model based upon the logarithmic stress 

rate." Journal of Elasticity, No. 47, PP. 51-68. 

15 - Xiao, H., Bruhns, O. T. and Meyers, A. (1998). "Strain rates and material spins." Journal of Elasticity, No. 

52, PP.1-42. 

16 - Xiao, H., Bruhns, O. T. and Meyers, A. (1995). "On objective corotational rates and their defining spin 

tensors." International Journal of Solid and Structures, No. 35, PP. 4001-4014. 



 
 ١٠٢١                                                                                          .....                                           هيپو الاستيسيته ي      مدل ها

 
 

17 - Xiao, H., Bruhns, O. T. and Meyers, A. (1998). "Direct relationship between the Lagrangean logarithmic 

strain and  the Lagrangean stretching and the Lagrangean Kirchhoff stress." Mechanics Research 

Communications, No. 25, PP.59-67. 

18 - Xiao, H., Bruhns, O. T. and Meyers, A. (2000). "A consistent finite elasto-plasticity theory combining 

additive and  multiplicative decomposition of the stretching and the deformation gradient." International 

Journal of Plasticity, No. 16, PP. 143-177. 

19 - Xiao, H., Bruhns, O. T. and Meyers, A. (2005). "Objective stress rates, Path-dependence properties and non-

integrability problems." Acta Mechanica, No. 176, PP. 135-151. 

20 - Bruhns, O. T., Xiao, H. and Meyers, A. (1999). "Self-consistent eulerian rate type elasto-plasticity models 

based  upon the logarithmic stress rate." International Journal of Plasticity, No. 15, PP. 479-520. 

21 - Bruhns, O. T., Xiao, H. and Meyers, A. (2001). "Large simple shear and torsion problems in kinematic 

hardening  elasto-plasticity with logarithmic rate." International Journal of Solid and Structures, No. 38, PP.  

8701-8722. 

22 - Bruhns, O. T., Meyers, A. and Xiao, H. (2004). "On the non-corotational rates of Oldroyd's type and 

relevant, issues in rate constitutive formulations." Proceedings of the Royal Society, London Series B, No. 

460, PP. 909-928. 

23 - Bernstein, B. (1960). "Hypo-elasticity and elasticity." Archives for Rational Mechanics and Analysis, No. 6, 

PP. 90-104. 

24 - Lin, R. C. (2002). "Numerical study of consistency of rate constitutive equations with elasticity at finite 

deformation." International Journals for Numerical Methods in Engineering, No. 55, PP. 1053-1057. 

25 - Lin, R. C., Schomburg, U. and Kletschkowski, T. (2003). "Analytical stress solutions of a closed 

deformation path with stretching and shearing using the hypo-elastic formulations." European Journal of 

Mechanics- A/solids, No. 22, PP. 443-461. 

26 - Hughes, T. J. R. and Winget, J. (1980). "Finite rotation effects in numerical integration of  rate constitutive 

equations arising in large-deformation analysis." International  Journal for Numerical Methods in 

Engineering, No. 15, PP. 1862-1867. 

27 - Belytschko, T., Liu, W. K. and Moran, B. (2001). Nonlinear finite elements for continua and structures. 

New York: John Wiley & Sons. 

28 - Zhou, X. and Tamma, K. K. (2003). "On the applicability and stress update formulations for corotational 

stress rate hypo-elasticity constitutive models." Finite Element in Analysis and Do. Vol. 39, PP. 783-816. 

29 - Jaumann, G. (1911). Geschlossenes System physikalischer differentialgesetze. Akad. Wiss. Wien Sitzber. 

IIa, No. 120, PP. 594-614. 

30 - Green, A. E. and Naghdi, P. M. (1965). "Ageneral Theory of an elastic-plastic continuum" Arch. Rat. Mech. 

Anal., No. 18, PP. 251-281. 

 ه های کلیدی به ترتیب استفاده در متنژوا
1 - Objective   2 - Jaumann rate   3 - Corotational 
4 - Non-corotational  5 - Cotter-Rivlin   6 - Oldroyd 
7 - Eigen projection  8 - Objective stress rate  9 - Durban-Baruch 
  


