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  چكيده
شود كه در   ناشي مي مقايسه از اين واقعيتمرجع زمين از سطح زمين به سطح بيضوي گرانيسمت پايين ميدان  همسئله انتقال ب

 هستيم اين مرجعروي سطح بيضوي دنبال پتانسيل واقعي زمين  ه تعيين ژئوئيد بدون استفاده از فرمول استوكس ب،مسئله مقدار مرزي
از طريق   زمينشگرانسمت پايين ميدان  هنتقال با مسئله.  روي سطح زمين داده شده استگرانيدر حالي است كه مشاهدات شتاب 
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ايين سمت پ همستقيم و تكراري براي انتقال ب پايدارسازي تفاوتهاي م در اين مقاله روش. دكراستفاده سازي هاي پايدار روش
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Abstract 

The problem of downward continuation of the gravity field from the Earth’s surface to the 
reference ellipsoid arises from the fact that the solution to the boundary value problem for 
geoid determination without applying Stokes formula is sought in terms of the disturbing 
potential LW (X)δ  on the ellipsoid but the disturbing gravity observations (X)δΓ are only 
available on the Earth’s surface. Downward continuation is achieved via Abel-Poisson 
integral and its derivatives. Using discrete observations, the Abel-Poisson integral has to 
be transformed into a summation form: 

m nb Ax,    b ,    x= ∈ ∈\ \                                                        (1) 
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Where the matrix A  is the design matrix and b  stands for the disturbing  
gravity observations vector. The downward continuation problem is an inverse  
problem. Inverse problems are ill-posed, like any ill-posed problem it must be 
regularized. The objective of this paper is the comparison between direct and  
iterative methods for solving downward continuation of the gravity field from the Earth’s 
surface to the reference ellipsoid for geoid determination without applying Stokes 
formula. 

Direct regularization methods are methods where the solution is directly derived. In 
this contribution truncated method, standard Tikhonov method and generalized Tikhonov 

method using discretized norms at Sobolov subspaces ( )1
2

W a, b , ( )2
2

W a, b  and Sobolov 

semi norms 1

2
L  and 1

2
L  are implemented. Based on SVD, in truncated methods, the 

solution can be obtained as:  
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σ∑                                                                   (2) 

Where iu  and iv  are the right and the left singular vectors, respectively. r
λ

 is rank of 

matrix A
λ
 that is a L2 norm approximation for matrix A . In the case of TGSVD the 

solution is obtained as 
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In standard Tikhonov method, the minimizing function can be written as: 

2 2
Tikhonov 2 2F (x; ) Ax b xλ = − + λ                                                (4) 

In this method, filter coefficients and solution become: 
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In standard Tikhonov method, the matrix L  was nnI . In generalized Tikhonov method, 

we select the matrix L  as follows 
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Where the { }iL , i 1, 2, , s= K  is obtained from discretization of derivative operators up to 

order s and coefficients { }i ,  i 1, , sα = K  are weight coefficients.  

In contrast to direct methods, in iterative methods, normal equations are solved via 
construction of a sequence of the solutions that converge to the pseudo-inverse solution of 
the equations. In this contribution classical iterative method, Landweber-Fridman method, 
Tikhonov iterative method, Algebraic Reconstruction Technique (ART), conjugate 
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gradient method and LSQR method are implemented. 
Classical iterative methods are based on construction of sequences of solutions 

{ }(1) (2) (k)x , x , ..., x , ... . For the matrix equation Ax = b , The following relationship holds 

between solution (k)x  and solution (k 1)x + : 

( )(k 1) 1 T (k) Tx I Q A A x A b+ −= − +                                             (7) 

In Landweber-Fridman method the matrix 1Q−  is equal to diagonal matrix Iω . Ergo, in 
this method, iterative relation between the solutions is defined as: 

(k 1) T (k) Tx = (I A A)x + A b+ − ω ω                                              (8) 

In Tikhonov iterative method, iterative relation between the solutions is defined as: 

( ) 1
(k 1) T T (k)x = A A I (A b x )

−
+ + λ + λ                                         (9) 

The idea of Algebraic Reconstruction Technique iteration to solve the matrix equation 
Ax b=  is to partition the system row wise, either into single rows or into blocks of rows. 
Each of these rows defines a hyper plane of dimension n 1− . The idea of the  
ART iteration is to project the current approximate solution successively onto each one 
these hyper planes. It turns out that such a procedure converges to the solution of the 
system. 

A best known method for solving large scale equations system is conjugate gradient. 
Conjugate gradient is a type of Krylov subspace method. Conjugate gradient method is 
suitable for positive definite operators. 

In LSQR method, solution vector is defined as follows: 

{ }
( ) ( )k k 1

1 k k 1LSQRx V B e += β                                                              (10) 

Where right vectors kV  can be found in Hansen (1998) and kB  is a bidiagonal matrix 

with iα  and iβ  on the main diagonals and ( ) ( )Tk 1
1e 1, 0, , 0+ = K . 

For comparison of different regularization methods and the selection of the best 
method based on Abel-Poisson integral and Iran topography conditions, first, we solve the 
problem by doing a simulated problem. To compare different regularization methods, we 
used relative errors defined as: 

exact reg

2

exact

2

x x
Relative Error =

x

−
                                           (11) 

Where exactx  comes directly from simulation and regx  comes from solving the problem via 
aforementioned methods. Based on our results, ART method is the best suited method for 
downward continuation problem at geoid computations without appling Stokes formula. 
Finally, ART method was applied for real gravity modulus for geoid computations in 
geographical region of Iran. 

 
Key words: Geoid computation, Downward continuation problem, Abel-Poisson integral, 
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  مقدمه    1
 زمين از سطح گرانيسمت پايين ميدان  همسئله انتقال ب

 مقايسه از اين واقعيت ناشي مرجعزمين به سطح بيضوي 
شود كه در مسئله مقدار مرزي تعيين ژئوئيد بدون  مي

 دنبال پتانسيل واقعي زمين هباستفاده از فرمول استوكس 
 هستيم اين در حالي است كه مرجعروي سطح بيضوي 

  روي سطح زمين داده شده استگرانيمشاهدات شتاب 
صفري و  و 2004؛ صفري، 2004لان و گرافارند، ارد(

شود كه شتاب  له فرض ميدر اين مقا. )2005همكاران، 
 روي سطح زمين داده شده و هدف تعيين پتانسيل گراني
 از پس. تفاضلي روي سطح بيضوي استنشي گرا

، كميت شتاب گرانيسازي مشاهدات شتاب  هارمونيك
) تفاضلي يشگران )xδΓ رج در فضاي خا. آيد  ميدست به

)مقادير مرزي  مرجعبيضوي  )xδΓدر انتگرال آبل - 
 ن بيضويو پواس-انتگرال آبلاين . كنند  صدق ميپواسون

با داشتن مقادير . رود ميكار  هعنوان يك معادله مشاهده ب هب
ن و پواس- انتگرال آبلراهتوان از   ميگرانيتفاضلي شتاب 

)ي  تفاضلگرانيبيضوي، پتانسيل  )Wδ X را روي بيضوي 
2 مرجع

a,b
E آبل  انتگرال1 در جدول.  آورددست به- 

 تفاضلي ارائه گرانين بيضوي براي اندازة شتاب وپواس
  .گرديده است

}، 1در جدول  , , }λ φ ηΓ Γ Γ سه مولفة بردار شتاب 
الخط  حسب دستگاه مختصات منحني برΓگراني مرجع 

}هاي  ژاكوبي با مولفهبيضوي  , , }λ φ η ،بوده ( )′ϖ φ 
هاي بيضوي  تابع وزن است كه موجب تعامد هارمونيك

2 .شود روي بيضوي مرجع مي

a,b

S
E

 مساحت سطح بيضوي 
2مرجع 

a,b
E و ،{g , g , g }

λλ φφ ηη
 تنسور متريك هاي لفهؤ م

 LK. الخط بيضوي ژاكوبي است دستگاه مختصات منحني
 پواسون پس از حذف -كرنل تغيير يافتة انتگرال آبل

دهندة  نجا نشان در ايL انديس بالاي .ميدان مرجع است
كار  هاي بيضوي به درجة و مرتبة ماكزيمم بسط هارمونيك

  رفته در ميدان مرجع است كه با توجه به حذف آن از 
  روي مشاهدات لازم است اين اثر از روي كرنل نيز 

 LKحذف شود و بدين طريق كرنل تعيير شكل يافتة 
) 2004( يشتر به صفريبراي جزئيات ب. ست بيايدد به

,a,b}. مراجعه شود }εنيم قطر ،قطر اطول  به ترتيب نيم 
2 بيضوي مرجعو خروج از مركز خطي اقصر 

a,b
E 

′. باشد مي ′∆λ ∆φ المان سطحي انتگرال آبل پواسون 
گيري  ك انتگرالسازي و بيانگر قدرت تفكي پس از گسسته

 نيز حد بالاي شبكة jmax و imax. هستنيز 
روي بيضوي مرجع سازي را  سستهگگيري پس از  انتگرال
  . دهند نشان مي

 پواسون بيضوي يك معادلة -معادلة انتگرالي آبل
). 2004صفري، (انتگرالي فردهولم نوع اول است 

صورت مسائلي  ت انتگرالي فردهولم نوع اول بهمعادلا
با توجه به اينكه مشاهدات در سطح زمين . بدوضع هستند

- صورت گسسته است بنابراين معادلات انتگرال آبل به
  ).1جدول (شكل گسسته درآورد  پواسون را بايستي به

سازي، به فرم  اين معادلة انتگرالي بعد از گسسته
  :شود عمومي زير تبديل مي

u n

n u u 1 n 1

A :
A

A ; ;× × ×

⎧⎪ →⎪⎪ = ⋅⎨⎪ ∈ ∈ ∈⎪⎪⎩

b x
x b

)1                           (  

ماتريس .  فضاي اعداد حقيقي استu و nكه در آن 
A و بردار b) بردار ( )δ xΓ(علوم و هدف يافتن بردار ، م
x)  بردار( )δW X( است ،) ،1992هانسن.(  

از نظر رياضيات محض بعد از گسسته ساختن، مسئله 
شود و لذا مسئله ديگر بدوضع  داراي بعد متناهي مي

 ولي بعد از گسسته ساختن معادله پيوسته بد. نخواهد بود
هايي شبيه مسائل  اين مسائل گسسته داراي ويژگيوضع، 

كه به خطاهاي داراي بسامد زياد،  نحوي بدوضع است، به
لذا طبيعي است كه آنها را مسائل بدوضع . حساس هستند
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هانسن، (بناميم ) discrete ill-posed problems( گسسته
گرچه گسسته كردن معادلات انتگرال پيوسته بسته ). 1992

اص شبكه، دقت رايانه و ارتفاع نقطه تا سطح به اندازه خ
توان يك نوع پايدارسازي تلقي كرد  بيضوي مرجع را مي

ولي در عمل اين پايدارسازي كافي نيست چرا كه خطا 
ولي ). 2004صفري، (شود  در داده ها تقويت مي) نويز(

  كه  سازي معادلة پيوسته بدوضع، درصورتي بعد از گسسته
  

ير باشد، آن را معادلة  دو ويژگي زمعادلة گسسته داراي
  :نامند بدوضعِ گسسته مي

سمت   تدريجاً بهAمقادير منفرد ماتريس ضرائب  .1
  .صفر ميل كند

ترين مقدار  ترين مقدار ويژه به كوچك نسبت بزرگ .2
عدد شرط  (Aويژه غير صفر ماتريس ضرائب 

  .خيلي بزرگ باشد) Aماتريس 

  .پواسون بيضوي براي شتاب گراني تفاضلي - آبل انتگرال .1جدول 

  :معادله انتگرال در شكل پيوسته  
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 :معادله انتگرال در شكل گسسته  
  

( ) ( ) ( ) ( )
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a,b
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a,b
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jmaxi max
2 2 2
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i 1 j 1
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x x x | x
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λλ
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= =
φφ
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δΓ = γ −Γ = δ
⎛⎜ Γ⎜⎜= + ε φ φ⎜⎜⎜⎜⎝

′ ′∂ λ φ η λ φ η
′ ′ ′×∆λ ∆φ ϖ φ

∂λΓ
+ + ε φ φ
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Γ
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e Γ
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i 1 j 1
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0 L
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K , , ; , ,
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+ ε φ φ
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ت بيان شده با طوركه گفته شد دستگاه معادلا همان
هاي  اين بدان معنا است كه روش.  بدوضع است)1(رابطه 

، تجزية LUعددي كلاسيك نظير تجزية چولسكي، تجزية 
QRداري براي دستگاه  توانايي برآورد جواب معني...   و

كاربردن  اما با به.  در حالت گسسته را ندارد)1(معادله 
ايداري را توان جواب پ هاي مختلف پايدارسازي، مي روش

  ).1992هانسن، (د دست آور براي دستگاه معادلات به
جواب كمترين مربعات دستگاه معادلات خطي، فقط 

  .با اعمال شرط مينيموم نرم قابل دستيابي است

( )
( )

exact

n u n 1 u 1

2

2x 1
t t

LS 1
t t

Ax b
b b e
A ;b ;x
min Ax b

x A A A b A b

A A A A

× × ×

−
+

−
+

⎧⎪ =⎪⎪ = +⎪⎪⎨ ∈ ∈ ∈⎪⎪⎪ −⎪⎪⎩
⇒ = =

=
)2                         (  

 و وجود Aدليل بدوضع بودن ماتريس  ولي به
سازي معادلات  سازي مدل، گسسته نويزهاي ناشي از خطي

مشاهدات انتگرالي و نويزهاي موجود در مشاهدات 
ترين  تفاضلي و مانند آن، جواب حاصل از فرايند كم

  .مربعات، كراندار نخواهد شد
تجزية مقادير منفرد، ابزاري بسيار مناسب براي آناليز 

 Singular Value( است Aماتريس ضرايب 

Decomposition (SVD)) (اين تجزية ). 1992، هانسن
ثير نويزهاي موجود در مشاهدات برروي براي بررسي تأ

لاسون و (ترين مربعات مفيد است  جواب حاصل از كم
 به A تجزيه مقادير منفرد ماتريس). 1974هنسون، 

  : بودصورت زير خواهد
n

T T
mn mm mn nn i i i

i 1

A U Σ V u v
=

= = σ∑ )3                    (  

mmمعادله فوق  در 1 2 mU (u ,u ,..., u   و=(

nn 1 2 nV (v , v ,..., v هاي ارتونرمال  ها ستون  ماتريس=(
را به ترتيب  V و U هاي هاي ماتريس ستون. نددار
. نامند مي A ردارهاي منفرد چپ و راست ماتريسب

 داراي غير منفي و mnΣ قطر اصلي ماتريس ضوهايع
  :زيرندترتيب 

1 2 n... 0σ ≥σ ≥ ≥σ ≥  

 و A، مقادير منفرد ماتريس Σمقادير قطر اصلي 
1نسبت 

n

σ
σعدد شرط  )condition number( ماتريس A 
ه  بر اساس تجزي)2(جواب دستگاه معادله . شود ناميده مي

  :صورت زير است مقادير منفرد به
Tn
i

LS i
i 1 i

u b
x v

=

=
σ∑ )4                                (                    

هاي عددي  كند كه روش  بيان ميSVDتجزية 
 و مانند آن، براي جهت LU ،QRكلاسيك از قبيل تجزيه 

محاسبه جواب عددي دستگاه معادلات انتگرالي فردهولم 
 آنقدر Aچراكه عدد شرط ماتريس . اند نوع اول ناتوان

اي گرد كردن مانع از بزرگ است كه فقط وجود خطاه
حصول جواب عددي صحيح براي دستگاه معادلات 

  ).2001هانسن، (شود  مي
  دليل  علاوه بر اين، دستگاه معادلات گسستة به

  سازي و يا خطاي تقريب  وجود خطاهاي گسسته
خطي همواره داراي اغتشاش است و بدين ترتيب 

 A هاي خطا در امتداد همة بردارهاي منفرد ماتريس مؤلفه
 خطا ددليل وجو بنابراين به). 1992هانسن، (شود  ايجاد مي

 xتوان جوابي پايدار براي  در بردارهاي منفرد، نمي
  .دست آورد به

 با b خطاهاي موجود در بردار )4(طبق رابطه 
ضريب 

i

1
σ

 در). 1979شوارتز، (شوند   تقويت مي
كه  صورتي

i
σ خيلي نزديك صفر باشد، آنگاه خطاي 

  .دهد ثير قرار مي، جواب را تحت تأbموجود در بردار 

( )
( )

exact exact

221
T T T

LS 1
2 T T

1 T

1 T exact 1 T

exact
e

b b e  ; b e

x V U U V V U b

V V V U b
V U b
V U b V U e
x x

−

−

−

− −

= + >

=
=
=
= +
= +

Σ Σ Σ
Σ Σ
Σ
Σ Σ

)5                     (  
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exactوق كه در رابطه ف 1 T exactx V U b−= Σ و 
1 T

e
x V U e−= Σ1دليل وجود  به.  است−Σدر  

كه مقادير منفرد به سمت صفر ميل كنند، جمله  صورتي
e

xشود  بر جواب واقعي غالب مي.  
 Aكه ماتريس  ذكر است كه درصورتي لازم به

ماتريسي بدوضع باشد، در مسئله مستقيم يعني تعيين بردار 
b با معلوم بودن ماتريس A و بردار x بردار ،bدست   به

  . فاقد بسامدهاي زياد خواهد بودAxآمده از 
T TA U V Ax U V x b= ⇒ = =Σ Σ )6                 (  

 به سمت صفر، Aدليل ميل مقادير منفرد ماتريس  زيرا به
 فيلتر Σ با ماتريس xبسامدهاي زياد موجود در بردار 

  ).2001هانسن، (شوند  مي
ترين مربعات دستگاه   جواب كمSVDبا استفاده از 

وضوح   به)4(رابطه .  بيان شد)4( با رابطه )2(معادله 
كه در  طوري همان. دهنده مشكلات موجود است نشان

T شود، ضرايب فوريه  ديده مي)4(رابطه 
i

u b متناظر با 
سمت صفر ميل  تري به فرد كوچك با سرعت كممقادير من

كنند لذا جواب  مي
LS

xالشعاع جملات متناظر با   تحت
هدف از پايدارسازي . گيرد مقادير منفرد كوچك قرار مي

كاستن يا حذف جواب متناظر با مقادير منفرد كوچك 
 regx هاي پايدارسازي جوابي پايدار حاصل روش. است

  :صورت زير نوشت توان آن را به است كه مي

=

=
σ∑
Tn
i

reg i i
i 1 i

u b
x f v )7                                           (  

ضرايب 
i
fاين . )2001هانسن،  (نامند  را ضرايب فيلتر مي

 ، متفاوتگوناگونهاي پايدارسازي  ضرايب براي روش
هاي صريحي براي  ها فرمول براي بعضي از روش. است

كه براي بعضي   درحاليردمحاسبه ضرايب فيلتر وجود دا
  .يستهاي صريحي موجود ن ديگر فرمول
توان در دو  هاي گوناگون پايدارسازي را مي روش

  ):1شكل ) (1996هانسن، (دسته زير قرار داد 
 هاي پايدارسازي مستقيم روش .1

هاي  روش(زي غيرمستقيم هاي پايدارسا روش .2
 )تكراري

  
  

  
  .هاي پايدارسازي مستقيم و تكراري روش .1شكل 

    



 1387، 1، شماره 34جلة فيزيك زمين و فضا، دوره                                                                                 م96

از جمله بررسي صورت گرفته در خصوص مسئله 
پايدارسازي، مسئله انتقال به سمت پايين در تعيين ژئوئيد 

صفري، (توان به  توكس، ميبدون استفاده از روش اس
فري و ص؛ a,b,c2006اردلان و همكاران، ؛ 2004
در اين مقاله هدف مقايسه . اشاره كرد) 2007توكلي،  االله

هاي گوناگون پايدارسازي مستقيم و تكراري براي  روش
سمت پايين  تعيين بهترين روش پايدارسازي مسئله انتقال به

هاي   به معرفي روش2بنابراين ابتدا بخش . است
هاي   روش3پردازد و در بخش  پايدارسازي مستقيم مي

منظور   به4در بخش . شود رسازي تكراري معرفي ميپايدا
هاي گوناگون درحكم بررسي موردي به  مقايسه روش
سمت پايين در تعيين ژئوئيد در منطقه ايران  مسئله انتقال به

گيري   نيز بحث و نتيجه5در بخش . پرداخته شده است
 .ارائه شده است

 
  هاي پايدارسازي مستقيم     روش2

زي مستقيم الگوريتمي است كه جواب هاي پايدارسا روش
). 2004صفري، (شود  از راه محاسبه، مستقيماً استخراج مي

 هاي منقطع توان به روش ها مي ترين اين روش از جمله مهم
)Trancated (هاي تيخونوف استاندارد و روش  و روش

هاي گسسته شده  تيخونوف تعميم يافته با استفاده از نرم
)فضاهاي سوبولف  زير )1

2W a,b ،( )2
2W a,b و 

1(هاي اول و دوم سوبولف  نرم نيم
2

L 1 و
2

L ( اشاره
  .كرد

 
  هاي منقطع     روش2-1

هاي مستقل ماتريس  دانيم، به تعداد ستون گونه كه مي همان
Aشود و از طرفي ديگر رتبه   رتبه ماتريس گفته مي

در .  برابر تعداد مقادير منفرد مثبت آن استAماتريس 
شود زيرا اين امكان  عمل غالباً اين تعريف  مفيد واقع نمي

 نظر رياضي  از نقطهA هاي ماتريس وجود دارد كه ستون
:  اما به سبب حضور خطاهايي همچونستقل باشندم

سازي و خصوصاً  تقريب، گسسته خطاهاي ناشي از
  خطاهاي ناشي از گردكردن از جنبة عددي وابسته 

عبارت ديگر در مسائل بدوضع  به). 1996هانسن، (شوند 
   از ديدگاه رياضي كمبود رتبه Aگسسته ماتريس 

  در عوض داراي كمبود رتبه عددي است، ندارد اما 
بايست يك و يا چند مقدار منفرد بسيار كوچك  پس مي

.  وجود داشته باشدAدر تجزيه مقادير منفرد ماتريس 
تواند سبب افزايش  حضور اين مقادير منفرد كوچك مي

تأثير خطاي موجود در ضرايب فوريه مشاهدات 
){ }T

iu b ( در برآورد ضرايب فوريه مجهولات
)T

i iu b σ (در اين راستا يك روش پايدارسازي . شود
 جايگزين ≤0Aλ شود كه در آن يك ماتريس ارائه مي
ن اين ماتريس سعي برآكارگيري  با به. شود  ميA ماتريس

است كه تا حد امكان از تأثير مقادير منفرد كوچك كاسته 
 Aلذا اين ماتريس همان ماتريس بدوضع گسسته. شود

 جاي مقادير منفرد كوچك است كه در آن به
{ }r r 1 n, ,...,

λ λ +
σ σ σهانسن، ( جايگزين شده است ر صف

  :يعني). 2001
r

T
0i i i

i 1
A u v ,

A x b
A A

λ

λ ≥λ
= λ

λ

⎧
= σ⎪ ⇒ =⎨

⎪ →⎩

∑ )8            (  

ترين مربعات مجهولات برآورد  و سپس به روش كم
   كه Aλ رتبه ماتريس rλدر رابطه فوق . شوند مي

 است A براي ماتريس 2است كه يك تقريب نرم 
منفرد ماتريس برحسب تجزيه مقادير ). 2001هانسن، (

Aλ جواب پايدارشده Regxλ به صورت زير است 
  ):1996هانسن، (

r
iReg

i
i 1 i

u , b
x v

λ

λ
=

=
σ∑ )9                                         (  

تجزيه "روش فوق موسوم به روش پايدارسازي 
 Truncated Singular Value( مقادير منفرد منقطع
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Decomposition (TSVD)(" است و با توجه به روابط 
، همة بالاتوان ديد كه راهبرد تعريف شده در  بالا مي

خصوصيات ذكر شده براي راهبرد پايدارسازي در بخش 
  .قبل را داراست

اگر روش پايدارسازي فوق با استفاده از ابزار تجزيه 
را روش  ، آنيافته صورت پذيرد مقادير منفرد تعميم

 منقطع  يافته تجزيه مقادير منفرد تعميم"پايدارسازي 
)Truncated Generalized Singular Value 

Decomposition (TSVD)("نامند   مي) ،1998هانسن .(
  جواب پايدارشده در اين روش نيز از به ترتيب زير 

  :است

p n
iReg

i i i
i p r 1 i p 1i

u , b
x x u ,b x

λ

λ
= − + = +

= +
σ∑ ∑ )10   (  

هاي ماتريس غير سينگولار   ستونixدر رابطه بالا 
n nX p بعد ماتريس p و \∋× pV  در تجزيه \∋×

  ).1996هانسن، (يافته ماتريس است  مقادير منفرد تعميم
 از جمله "TGSVD" و "TSVD"هاي  روش

اول در حل مسائل كم رتبه و بدوضع هاي بسيار متد روش
اند كه در اين مقاله به كاربرد آن در مبحث انتقال  گسسته

به سمت پايين و حل معكوس معادله آبل پواسون خواهيم 
  .پرداخت
  

    روش پايدارسازي تيخونوف استاندارد  2-2
دليل  مشكل اوليه مسائل بدوضع گسسته اين است كه به

، مسئله غير قابل برآورد مقادير منفرد كوچك ماتريس
منظور پايدارسازي مسئله،  لذا لازم است كه به. است

  اطلاعات بيشتري در خصوص جواب به مسئله اضافه 
هاي معادلات بدوضع  به اين روش در حل دستگاه. كنيم

اين روش يكي از . شود روش تيخونوف گفته مي
هاي پايدارسازي در حل مسائل  پركاربردترين روش

  شود كه كاربرد فراوان  سته محسوب ميبدوضع گس

  را در اغلب مسائل كاربردي درگير با مسائل  آن
 بار فيليپس اين روش را نخستين. ان يافتتو معكوس مي

مستقل از يكديگر ارائه  )1963(تيخونوف، و ) 1962(
ها به صورتي  در روش تيخونوف يافتن جواب. كردند

ينيموم سازد است كه تابع تيخونوف به صورت زير را م
  ):2001هانسن، (

2
Tikhonov 2

F (x; ) Ax b (x)λ = − + λΩ )11          (  

اي كه از  با توجه به فرضيات و يا اطلاعات اوليه
. شود  نيز مشخص ميΩ مجهولات در اختيار است، تابع

  :شود  به صورت زير معرفي ميΩ عموماً تابع
2

2
(x) LxΩ = )12                                                (  

p ماتريسي Lكه در رابطه فوق  n×با توجه .  است
 راهبرد پايدارسازي در روش )12( و )11(به روابط 

ترتيب زير يافته به صورت فوق نيز به  تيخونوف تعميم
  :است

( ) 1# T T TA A A L L A
−

λ = + λ )13                          (  

ضرايب فيلتر و جواب پايدارشده به صورت زير حاصل 
  :شود مي

2
i

i 2
i

Tp p
Reg Ti

i i i i
i 1 i 1i

f

u bx f x u bxλ
= =

γ
=
γ + λ

= +
σ∑ ∑

)14                 (  

nnLاگر  I=گاه اين روش را روش استاندارد  ، آن
نامند و  تر، روش تيخونوف مي طور ساده تيخونوف و يا به

صورت زير  تابع تيخونوف در روش استاندارد تيخونوف به
  :است

2 2
Tikhonov 2 2

F (x; ) Ax b xλ = − + λ )15            (  

 ضرايب فيلتر و جواب پايدار شده )14(پس از رابطه 
  :شود به صورت زير حاصل مي
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2
i

i 2
i

Tn
Reg i

i i
i 1 i

f

u bx f vλ
=

σ
=
σ + λ

=
σ∑

)16                 (                       

  
  يافته در زيرفضاي سوبولف     تيخونوف تعميم2-3

در بسياري از مسائل كاربردي، انتخاب نرم فضاي هيلبرت 
)2L ( 2يعني

2
Ω= iدر . اي نخواهد بود  انتخاب بهينه

زيرفضاي يافته در  ادامه به معرفي روش تيخونوف تعميم
 2L سوبولف درحكم زيرفضايي هيلبرتي در فضاي

  .خواهيم پرداخت
گونه كه در بخش قبل مشاهده شد در روش  همان

 استفاده شد 2L تيخونوف استاندارد از نرم فضاي هيلبرت
جاي  به. كه عمده مزيت اين انتخاب، سادگي آن است

نرم مناسب استفاده   يا يك نيم2-توان از نرم  ميΩ تابع
عموماً در مسائل كاربردي، براي آنكه بتوان روي . كرد

مشتقات و تغييرات آنها تا مرتبه (رفتار توابع مجهولات 
نرم و يا نرم  يمتوان از ن كنترل بيشتري داشت، مي) خاص

  زيرفضاي هيلبرتي درمثابة يك  به-زيرفضاي سوبولوف
2Lكه در آن مشتقات توابع تا درجه خاصي مربع -

يافته، بهره   در روش تيخونوف تعميم-پذيرند انتگرال
  ).2002ژدانوف، (جست 

جاي  يافته در اغلب موارد به در روش تيخونوف تعميم
s نرم سوبولف- از تقريب گسسته نيمΩتابع 

2W
ρ به 

  ):2004پيك، (شود  صورت زير استفاده مي

( )( )
1
2

b n k22 (k ) k
k ,n j

j 1a

2 2k
k,n 22

q (x) f (x) dx x L f x

x L f Lf

−

=

−

≈ ∆ ∆

= ∆ =

∑∫
 

)17(  
iكه در رابطه بالا  1, 2, ..., njf f ( j x), ==   و ماتريس∆

k,nL نيز موسوم به عملگر مشتق يك ماتريس (n k) n− × 
است كه در حالت كلي از رابطه بازگشتي زير حاصل 

  ):2004پيك، (شود  مي
k,n k 1,n 1 1,n

L I0,n n

1 1
L1,n

1 1

L L L− −

=

⎡ ⎤−
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

=

O O

)18                                           (  

}يك از  هر }i

2
L ,  i 1, 2, ,s= K نيز موسوم به 

 2L و 1L هاي براي مثال، ماتريس. اند نرم سوبولف نيم
  :سازي مشتقات اول و دوم به ترتيب زيرند ناشي از گسسته

1

1 1
L

1 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

O O )19                                (  

  

2

1 2 1
L

1 2 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

O O O )20                       (  

1 با توجه به فرمول
2k

k,nL x L−= بع  و تا∆
شود كه در پايدارسازي تيخونوف  تيخونوف ديده مي

1 يافته، ضريب تعميم
2kx  درحكم يك فاكتور مقياس ∆−

ي در كند و سبب تفاوت در پارامتر پايدارسازي عمل مي
  .جواب پايدارسازي نخواهد شد

با نرم سوبولف كنترل بيشتري بر رفتار تابع نسبت به 
نرم ). 2002ژدانوف، ( وجود دارد 2L متر و نرم فضاي

 شده سوبولف گسسته
S

xبه صورت زير است :  
s 22 2 i

iS 2
i 1

x L x ,
=

= α∑ )21                 (                       

} هاي كه در آن ماتريس }iL , i 1, 2, ,s= K ،
سازي عملگرهاي   از گسستههايي ناشي ماتريس
 است كه هريك در يك فاكتور s گيري تا مرتبه مشتق

}به ضرايب . اند مقياس ضرب شده }i ,  i 1, ,sα = K 
} توابع به كه گفته وزن ضرايب نيز }iq (x) ,  i 1, , s= K 
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 وابسته )17(سازي رابطه  برداري در گسسته و فاصله نمونه
   .است

شده سوبولف در روش  استفاده از نرم گسسته
2(يافته  تيخونوف تعميم

S
(x) xΩ ، معادل استفاده از )=

  . به صورت زير، استSL ماتريس پايدارسازي
s

s

Sob
1

1
0

0

L

L
L
L

⎛ ⎞α
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟α
⎜ ⎟⎜ ⎟α⎝ ⎠

M )22                                        (          

استفاده از ماتريس پايدارسازي فوق در روش 
يافته با استفاده از ابزار تجزيه مقادير منفرد  تيخونوف تعميم

تر بودن سطرهاي ماتريس  يافته مستلزم كوچك تعميم
پايدارسازي نسبت به مجهولات مسئله است كه در 

لذا . رار نيست، اين شرط برقSobL ماتريس پايدارسازي
 از SobL براي رفع اين مشكل بايستي به جاي ماتريس

 استفاده كرد SobL  ماتريسQR ماتريس بالا مثلثي تجزيه
  ).2002ژدانوف، (

شده زيرفضاهاي  هاي گسسته در اين مقاله، نرم
1سوبولف 

2W (a,b)2  و
2W (a,b)هاي اول و  نرم  و نيم

1(دوم سوبولف 

2
L 2 و

2
L( در پايدارسازي ،

يافته  مسئله انتقال به سمت پايين به روش تيخونوف تعميم
  . دست آمده با هم مقايسه شده است استفاده شده و نتايج به

  
  ارهاي تكر   روش  3

. هاي تكراري است هاي پايدارسازي روش دسته دوم روش
توان براي دستگاه معادلات خطي  هاي تكرار را مي روش

Tبا دستگاه معادلات نرمال  TA Ax A b=كارگرفت  به .
TAهاي تكرار نيازي به محاسبه مستقيم  در روش A 

  ):1990بجروك، (دارد اين ويژگي دو حسن . نيست
جلوگيري از خطاي محاسباتي كه در محاسبه ماتريس  .1

TA Aدر ضرب : شود  ايجاد ميTA در A با توجه 

و ... به دقت رايانه براي محاسبه عمليات ضرب و
در محاسبه خطاي رندشدگي، احتمال ايجاد خطا 

TA Aوجود دارد . 

TAجلوگيري از توليد ماتريس غيرتُنُك  .2 A : در
TAبعضي از مسائل  A ديگر مانند Aتنك نيست . 

هاي تكرار، جواب دستگاه معادلات نرمال،  در روش
ق تشكيل يك دنباله جواب كه به سمت جواب شبه از طري

در . آيد دست مي كند، به  ميل ميAمعكوس عملگر 
هاي تكرار تعداد تكرار، نقش پارامتر پايدارسازي را  روش

كه تكرار  درصورتي. كند هاي تكرار بازي مي در روش
بيش از حد اندازه صورت گيرد، ممكن است جواب 

  ).2003كرن، (پايدار شود نا
هاي بازگشتي نظير روش  در اين مقاله به بيان روش

كرار تيخونوف، روش كازمارز و لندوبر و فريدمن، روش ت
هاي تكرار زير فضاي كريلوف در حل مسئله انتقال  روش

  .به سمت پايين ميدان گراني خواهيم پرداخت
  

  هاي كلاسيك بازگشتي روش    3-1
ها  اي از جواب بر مبناي ساخت دنباله ها اساس اين روش

} مانند }(1) (2) (k)x , x ,..., x  رابطه هاكه در آن است ...,
بردارهاي و يا ( با بردار قبلي بردار جواب بازگشتي بين هر

 ،ترين نوع رابطه بازگشتي ساده. است مشخص )ما قبل آن
رابطه بازگشتي خطي بين هر بردار جواب با بردار ما قبل 

ه طوري كه با داشتن بردار جواب در هر گام ب. استآن 
توان بردار جواب در تكرار بعدي را با يك  تكرار مي

 t و يك بردار ثابت انتقال مانند T عملگر خطي مانند
ام k  بردار جواب در تكرارx(k)  يعني اگر،دست آورد به

k)و  1)x k  بردار جواب در تكرار+  باشد آنگاه ام+1
  :داريم

(k 1) (k)x T(x ) t+ = + )23                                     (  

 در اين ، باشد1 كمتر از T عملگر 2-نرماگر 
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 در معادلهلذا   خواهد بود،صورت يك عملگر انقباضي
 با توجه به قضيهو  T عملگر با فرض انقباضي بودن )23(

هاي  نقطه ثابت براي عملگرهاي انقباضي دنباله جواب
 به سمت جواب دستگاه معادلهروش بازگشتي 

0
x T(x) t 0− − كايپيو و (كند  ي ميل م=

Axدستگاه معادله در خصوص . )2004سمرسالو،  = b 
 دنباله جواب در له بدوضعئسازي يك مس حاصل از گسسته

  ):1996هانسن، (كند  رابطه زير صدق مي

( )(k 1) 1 T (k) Tx I Q A A x A b+ −= − + )24               (  

به تفكيك  موسوم به ماتريس Q  ماتريس بالاه رابطدر
)عملگر  كه شود انتخاب مياي  گونه )1 TI Q A A−− 

با توجه به قضيه نقطه ثابت در اين صورت . د شوانقباضي
} توان انتظار داشت كه دنباله ميدر آناليز  }(k)x با رابطه 
 ستگاه معادله بدوضع گسسته به جواب دزيربازگشتي 
Ax = b  كند ميميل.  

 
  يدمنفر -روش تكراري لندوبر

هاي كلاسيك بازگشتي مشهور در  يكي از روش
پايدارسازي مسائل بدوضع منسوب به لندوبر و فريدمن 

 −1Q  در اين روش معكوس ماتريس تفكيك يعني.است
 در نظر گرفته Iω يك ماتريس قطري مانند برابر با

فريدمن  - رابطه بازگشتي در روش لندوبردرنتيجه. شود مي
  :)1996هانسن،  ( خواهد بودزيراز قرار 

(k 1) T (k) Tx = (I A A)x + A b+ −ω ω )25                  (  

1  از بازهω اگر
T

2
0,2 A A

−⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
، آنگاه دشو اختيار 

T(I عملگر A A)−ωو متعاقباًاست انقباضي ي عملگر  
  .دشو ميها همگرا  جوابدنباله 

  

  روش تكراري تيخونوف
  شكل با1974 استراند در رافريدمن  -روش لندوبرد

  . )1998هانسن، (كرد يافته زير معرفي  يممتع

(k 1) T T (k) T Tx = (I F(A A)A A)x + F(A A)A b+ −  
)26(  

 معكوس ماتريس ،يافته استراند روش تعميمدر 
   تابعي از ماتريس نرمال در نظر گرفته ،تفكيك

  كهشوداي معرفي   به گونه نيز بايستيF التبه تابع. شود مي
Tعملگر  T(I F(A A)A A)− باشد انقباضييعملگر نيز .  

فريدمن موسوم به روش  -وبريافته لند در روش تعميم
  آنگاه، به صورت زير معرفي شودF اگر تابع استراند

Tعملگر  T(I F(A A)A A)−عملگري انقباضي است و  
روش تكراري به وجود آمده را روش تيخونوف تكراري 

  .نامند مي

( )
1

T T
0F(A A) A A I ,

−
λ >= + λ )27               (       

رابطه  )13(  در معادلهفوقاري رابطه گذكه پس از جاي
خواهد  زير بصورت تيخونوف تكراري  روشبازگشتي در

  :شد

( )
1

(k 1) T T (k)x = A A I (A b x )
−

+ + λ + λ         )28(  

  استروش ضرايب فيلتر به صورت زيردر اين 
  ):1998هانسن، (

2 2 k
i i if 1 (1 F( ))= − −σ σ )29                         (             

  .است A  مقادير منفرد ماتريسiσدر رابطه فوق 
  
   چيبيشوف دهنده شتاب

هاي كلاسيك  توان به روش از جمله ايراداتي كه مي
 فريدمن وارد -هاي لندوبر بازگشتي خصوصاً روش
هاي  ها نسبت به ساير روش دانست، كندي اين روش

براي افزايش دادن سرعت همگرايي در . تكراري است
توان از مجموعه  هاي بازگشتي كلاسيك، مي روش
 كه باعث "دهنده هاي شتاب روش"هايي موسوم به  روش
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شود، به همراه روش  افزايش سرعت همگرايي مي
ها  دهنده هريك از اين شتاب. كلاسيك استفاده كرد

يا يك روش ممكن است يك روش تكراري ديگر و 
ترين نوع آنها  از اين ميان متداول. تقريب باشند

 است كه كاربرد آن در افزايش "دهنده چيبيشوف شتاب"
هاي كلاسيك با روابط  سرعت همگرايي در روش

دهنده چيبيشوف  در روش شتاب. بازگشتي خطي است
يري گ ام يك ميانگينkفرض بر اين است كه در تكرار 

 دست آمده هاي به دار از دنباله جواب وزن
(1) (2) (k)x , x ,..., xطوري كه نسبت به   وجود دارد، به

(k)xتري است ، جواب مناسب.  
  دهنده پس در هر گام تكرار در روش شتاب

شود   از رابطه زير حاصل ميy(k) چيبيشوف، بردار جواب
  ):1991كينكيد و چني، (

k
(k) (k) (i)

i
i 0

k
(k)
i

i 0

y a x

a 1

=

=

=

=

∑

∑
)30                                          (  

} براي تعيين ضرايب وزن }(k)
i

a از توابع چيبيشوف 
شود و از اين رو اين روش چيبيشوف خوانده  استفاده مي

نده ده رابطه بازگشتي كلاسيك با شتاب. شود مي
} هاي جوابصول بردارچيبيشوف براي ح }(k)y از 

 در رابطه بازگشتي زير، y(0): (صورت زير خواهد بود به
  ):بردار اختياري شروع است

(1) (0)

(k) (k 1) (k 2)

y T(y ) t;

y 2T(y ) y 2t;− −

⎧⎪ = +⎪⎪⎨⎪ = − +⎪⎪⎩
)31            (  

  

  هاي كازمارز روش
، مطرح ي كلاسيك بازگشتيها روشاز هايي  نمونه اينجا تا

 معرفي يك عملگر انقباضي در يك ضمن  با آنهاكهشد 
له را ئهاي مس اي همگرا از جواب  دنباله،رابطه بازگشتي

هاي كلاسيك  شاخه ديگري از روش. شد يايجاد م
 وجود دارد كه "كازمارز"هاي  بازگشتي موسوم به روش

اختلاف . تفاوت دارندهاي فوق  حدودي با روش تا
 گفته قبلي پيشهاي كلاسيك  ز با روشرهاي كازما روش

 داراي رابطه بازگشتي معرفي شده در آنها  كهاستدر اين 
هاي  ترين نوع از روش شده شناخته.  هندسي استمفهومي
 Algebraic(ري بفن بازسازي جز موسوم به ركازما

Reconstruction Technique (ART) ( كه در است
كايپيو و  ( داردي فراوانمبحث توموگرافي كاربرد

اي مطالعه جزئيات روش كازمارز بر). 2004سمرسالو، 
مراجعه ) 2004كايپيو و سمرسالو، (توان به رفرنس  مي
  . كرد

حالت ساده   در مبحث توموگرافيريفن بازسازي جب
 همان  آنهاي سطري روش جامع كازمارز است كه بلوك

لگوريتم ا. اند سطرهاي دستگاه معادلات بدوضع گسسته
كايپيو و  ( به صورت زير خواهد بودARTتكراري روش 

  ):2004سمرسالو، 

(0)

(k)

(j) (j 1) T (j 1)
j j j2

j 2

(k 1) (m)

"ART" Algorithm:

k 0; x 0;

Repeat Until "Semi-Convergence"

z0 x ;

for j 1 : m

1
z z ( )(b a z )a

a

end

x z ; k k 1;

End

− −

+

= =

=
=

= + −

= ← +

 

  . استAدهنده سطرهاي ماتريس   نشانjaدر روابط فوق 
  

  پايدارسازي در زيرفضاي كريلوف   3-2
ي براي حل يها  روشهاي زيرفضاي كريلوف روش

ها  اساس اين روش. اند هاي مربعي هايي با ماتريس دستگاه
بر مبناي انتخاب جواب در هر گام تكرار از زيرفضاي 

زيرفضاي كريلوف براي دستگاه . اي كريلوف است آشيانه
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Ax معادلات b=  در تكرارk عريف تزير ام به صورت
  :شود مي

2 k 1
kKr (A,b) Span{b,Ab,A b,...,A b}−= )32      (  

 بسط داده ،در هر گام تكرار زيرفضاي كريلوف
و زير فضاهاي كريلوف در تكرارهاي قبل را شود  مي

 اي از اين رو به آنها زيرفضاهاي آشيانه.  خواهد دادپوشش
)Nested subspaces (شود گفته مي نيز كريلوف.  

1 2 kKr (A,b) Kr (A,b) Kr (A,b)⊆ ⊆ ⊆… )33        (  

 اين است كه آيا داردي كه در ابتدا وجود پرسش
 ،زيرفضاي كريلوفي وجود دارد كه جواب واقعي دستگاه

 فوق به اين پرششبه دادن عضوي از آن باشد؟ براي پاسخ 
 مربعي ي ماتريسA كنيم كه اگر ماتريس مطلب بسنده مي

اي با حداقل  ر اين صورت چندجمله دباشد،با رتبه كامل 
  : به صورت زير وجود داردMq  مانندM درجه

2
M 0 1 2

M
0M 0

q (A) I A A ...

A α ≠

= α +α +α +

+α
)34                  (  

  :كه طوري به

Mq (A) 0= )35                                          (                 

اي است كه مقادير ويژه  اين معادله همان معادله
به اين ). 1998، هانسن(هاي آن است   ريشهA ماتريس

از . شود اي مينيمال گفته مي معادله در اصطلاح چندجمله
 به صورت زير حاصل A  معكوس ماتريس،روابط فوق

  :شود مي

0

1

M M
i i

M i 0 i
i 0 i 1

0 M
i 1

i
0 i 1

M
i 1

i
0 i 1

A

q (A) A 0 I A

1
I A A

1
I A A

−

= =
α ≠

−

=

−

=

= α = ⇒ α = − α

⇒ = − α
α

⇒ = − α
α

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

∑ ∑

∑

∑
��������	�������


 
)36( 

 معادلات مربعي و با در اين صورت براي دستگاه
Ax(رتبه كامل  b=(م داشتي خواه:  

i

0

M
1 i 1

i 1
2 M 1

M

x A b x A b

x Span{b,Ab,A b,...,A b}

x Kr (A,b)

−α− −
α

=
−

= ⇒ =

⇒ ∈
⇒ ∈

∑

)37(  
  به روشهاي تكراري بينيم كه در الگوريتم پس مي

 وجود M اي از تكرار مانند  مرتبه،زيرفضاهاي كريلوف
  خطا در بردارنبوددارد كه جواب واقعي دستگاه با فرض 

bدر زيرفضاي كريلوف  MKr (A,b)گيرد  قرار مي. 
انتظار آن است كه هرگونه خطايي،  نبود با فرض همچنين

ماند ب  زيرفضاي كريلوف ثابت باقي،ام به بعدMاز تكرار 
هاي   اين موضوع خود مزيتي براي روش.و بسط داده نشود

آيد، زيرا كه براي  تكرار زيرفضاي كريلوف به حساب مي
هاي كلاسيك بازگشتي، حداكثر تعداد  مثال در روش

تكرار مشخص نيست و براي حصول به جواب، ممكن 
هاي  اما در روش. صورت گيردنهايت  است كه تكرار تا بي

تكراري زيرفضاي كريلوف انتظار آن است كه حداكثر تا 
M تكرار n≤البته در .  به جواب خواسته شده برسيم

شود كه تعداد تكرار را بايستي تا حدي  عمل ديده مي
هاي  روشاما به هر ترتيب .  ادامه دادM بيشتر از

هاي تكراري  زيرفضاي كريلوف نسبت به ساير روش
خاصيت ديگري كه . اند داراي سرعت همگرايي بيشتري

هاي زيرفضاي كريلوف دارند، اين است كه  روش
هاي زيرفضاي كريلوف يك جواب هموار ارائه  روش
گونه كه در تعريف زيرفضاي كريلوف  زيرا همان. كنند مي
 در هر گام تكرار از بسط بينيم، زيرفضاي كريلوف مي

 روي A شود كه از تأثير ماتريس بردارهايي حاصل مي
 بردارهاي زيرفضاي كريلوف تكرار قبل و بردار مشاهدات

bاز طرفي ماتريس بزرگ مقياس. اند  حاصل آمده A 
سازي عملگر انتگرالي است كه هنوز  هحاصل از گسست
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مجموعه خواص عملگر انتگرالي، از جمله خاصيت 
) سازي به عبارتي ديگر خاصيت پيوسته(هموارسازي 

 b همچنين بردار. عملگرهاي انتگرالي را به همراه دارد
Axنيز بايستي با توجه به دستگاه  b=رداري هموار  ب

اين بدان معنا است كه زيرفضاي كريلوف از بسط . باشد
و در حالت پيوسته از بسط توابعي (بردارهايي هموار 

  .شود حاصل مي) پيوسته
هاي زيرفضاي كريلوف با توجه به اينكه چه  روش

هايي را در هرگام تكرار در انتخاب جواب از  ملاك
.  داردگوناگوني انواع ،زيرفضاهاي كريلوف در نظر بگيرد

هايي با توجه   روش،هاي متداول زيرفضاي كريلوف روش
ها جواب در هر  در اين روش.  است GMRESبه معيار 

شود  اي اختيار مي گام تكرار از زيرفضاي كريلوف به گونه
 به عبارت ،باشدها  كه داراي كمترين مقدار نرم باقي مانده

  :ديگر

k

(k)

2
x Kr (A,b)
r(x) Ax b

x argMin r(x)
∈

= −

= )38  (                                     

هاي   موسوم به روشGMRESتر  خاصهاي  روش
MINRESد كه مبناي آنها كار با عملگرهاي ن وجود دار

  .استمتقارن 
  

  روش گراديان مزدوج
 بسيار معروف در حل يروش(CG)  گراديان مزدوج

مقياس در آناليز عددي است  هاي معادلات بزرگ دستگاه
 هاي زيرفضاي كريلوف مبتني بر از روش اي گونهكه 

GMRES  وMINRES،روش . شود  محسوب ميCG 
هاي   يك روش زيرفضاي كريلوف براي دستگاهدرحكم
 مطرح ،(PD, Positive Definite)  عملگرهاي مثبتداراي
 در حل CGتوان از روش   مي رو از اين.شود مي

ز  در برخي ا.هاي معادلات نرمال نيز بهره جست دستگاه
 از روش گراديان مزدوج در حل ها ه و مقالها باكت

 هاي هاي روش هاي معادلات نرمال با نام دستگاه
CGNE,CGNR,CGLS در حل . نيز ياد شده است

هاي معادلات نرمال نيز به روش گراديان مزدوج  دستگاه
هانسن، (هاي زير استفاده كرد  گذاري توان از جاي مي

  ):2004كايپيو و سمرسالو، ) (1996
T

T

A A A

b A b

←

←
)39                                                       (  

 "CGNR و CGLS ،CGNE"هاي  الگوريتم روش
Axدر حل هر دستگاه معادلات به صورت  b=  از

  :قرار زير خواهد بود

(0)

(0) (0) (0)
1

2
T (k 1)

k k2
(k) (k 1)

k k
(k) (k 1)

k k
2 2

T (k) T (k 1)
k 2 2

(k)
k 1 k k

CGLS , CGNE & CGNR  Algorithm:

Input x ;

r b Ax ; s r ;

k 1;

Repeat Until "Semi-Convergence"

A r As ;

x x s ;

r r As ;

A r A r ;

s r s ;

k k 1;

End

−

−

−

−

+

= − =
=

α =

= +α

= −α

β =

= + β
← +

  

}وق كه در الگوريتم ف }1 2 k
s , s ,..., sاي براي   پايه

k زيرفضاي كريلوف M
k

Kr (A,b),   . است≥
  

سازي لنكزوز و   با دو قطريCGروش  (LSQRروش 
  )QR تجزيه

هاي معادلات  در روش گراديان مزدوج براي حل دستگاه
 و CGLS ،CGNE :هاي به عبارت ديگر در روش(نرمال 

CGNR ( منجر "دوقطري سازي لنكزوز"ابزار استفاده از 
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 هاي زيرفضاي كريلوف با معيار به روش ديگري از روش
GMRESبه نام روش "LSQR"در روش دو .  خواهد شد

 A قطري سازي لنكزوز در هر گام تكرار براي ماتريس
k): سه ماتريس مانند 1) k

k
B + ×∈ \، 

m (k 1)
k 1

Û × +
+ ∈ n و \ k

k
V̂ ×∈ ود، ش  ايجاد مي\

  ):2004صفري،  و 1998هانسن، (كه  به طوري

k k 1 k
ˆ ˆAV U B+= )40                                              (  

 هاي ماتريس
k 1

Û  و +
k

V̂اي ه  داراي ستون
 و "بردارهاي چپ لنكزوز"اورتونرمال به ترتيب موسوم به 

  هاي ماتريس ستون.  اند"بردارهاي راست لنكزوز"

k
V̂فضاي كريلوف اي ارتونرمال براي زير  پايه 

T T
k

Kr (A A,A b))  زيرفضاي كريلوف در روش
محسوب ) گراديان مزدوج در دستگاه معادلات نرمال

صورت تركيب  پس جواب در هر گام تكرار به. شود مي
 هاي ماتريس خطي از ستون

k
V̂ خواهد بود يا به   

  عبارت ديگر
(k) (k 1)

1 k k 1̂
x V B e += β )41                                      (  

براي سادگي كار، بردار اول چپ لنكزوز برابر بردار 
شود،   در نظر گرفته ميbراستاي بردار مشاهدات يكه در 

عبارت ديگر  به
1 1 1 2

u b / ,  b= β β  و =
(k 1)

1 k 1 1
ˆ ˆb U e +

+= βكه   و در حالي
(k 1) T k 1
1̂

e (1,0,..., 0)+ += ∈ اين روش يك . \
  .روش تكراري قوي است

  
   مورديبررسي    4

اگون پايدارسازي و انتخاب هاي گون براي مقايسة روش
بهترين روش، براي حل مسئلة انتقال به سمت پايين تعيين 

، در منطقة BGIهاي شتاب گراني  ژئوئيد با استفاده از داده
مطالعاتي ايران، در محل نقاط مشاهداتي شتاب گراني 

اقدام به تعريف يك مسئلة ) 2شكل  (BGIزميني 
هاي گرانشي  براي توليد داده. سازي شده شد شبيه
ونزل، ( استفاده شد PGM98CRسازي شده از مدل  شبيه

اين مدل ژئوپتانسيلي شامل ضرايب هارمونيك ). 1998
 است، كه با ضريب از درجه 720كروي تا درجه و مرتبة 

 آن براي توليد شتاب جاذبه تفاضلي 720 تا 360و مرتبة 
 با استفاده از همين مدل نيز. روي سطح زمين استفاده شد

مقادير جواب روي سطح بيضوي مرجع روي يك گريد 
2 2′  تغييرات پتانسيل جاذبة تفاضلي 3شكل .  توليد شد×′

روي سطح بيضوي مرجع را در منطقة مطالعاتي فارس 
  .دهد ساحلي نشان مي

به مشاهدات تفاضلي شتاب گراني روي سطح زمين، 
  . اضافه شد2خطايي با مشخصات جدول 

هاي مختلف از خطاي نسبي بيان  براي مقايسه روش
  :شده با رابطه زير استفاده شد

exact Reg

2

exact

2

x x
Relative Error =

x

− )42                   (  

exactxهاي   در رابطه فوق مقدار اختلاف بسط هامونيك
هاي   از بسط هارمونيك360بيضوي تا درجه و مرتبة 

20 روي شبكة 720 مرتبة بيضوي تا درجه و 20′ ′×   
ي ي، كه در واقع محك برآورد كاراياد شده است

  در جدول. بررسي استمورد پايدارسازي هاي  روش
  هاي پايدارسازي گوناگون   نتايج مقايسه روش3

  با ملاحظه . براساس محك فوق داده شده است
 كه روش شود  ديده مي3دست آمده از جدول  نتايج به

  سمت  بهترين روش براي انتقال به) ART(كازمارز 
براساس اين . پايين مشاهدات شتاب گراني تفاضلي است

  روش و با استفاده از مقادير واقعي مشاهدات شتاب 
 پتانسيل گراني تفاضلي بر روي BGIگراني از فايل 

   نشان 4بيضوي تعيين شد كه نتيجه حاصل در شكل 
  .داده شده است
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  . در منطقه جغرافيايي ايرانBGI توزيع نقاط گراني .2 شكل

  
  

  
  .روي سطح بيضوي مرجع) مقادير واقعي مجهولات(سازي شده  تغييرات پتانسيل گرانشي تفاضلي شبيه .3شكل 
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"Exact Solution"

m2/s2
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 .ART تغييرات پتانسيل جاذبة تفاضلي روي سطح بيضوي مرجع با استفاده از روش .4شكل 

  

  .گال نويز اعمال شده به مشاهدات شتاب جاذبة تفاضلي بر حسب ميلي مشخصات آماري .2جدول 

  انحراف معيار  موماكزيم  ميانگين  مينيموم  نوع داده

 0.0980 0.6098 0.0037  0.4884-   خطاي تصادفي
  

  هاي ديگر  و واحد كميتبدون واحد،خطاي نسبي (زي شده سا هاي شبيه هاي پايدارسازي در مسئله انتقال به سمت پايين داده  مقايسه خطاي روش.3 جدول
m2 s-2است .(  

  روش  ماگزيموم  متوسط  مينيموم  خطاي نسبي
0.7035 -20.2382 0.0072 10.5385 TSVD  
0.8451 -19.7380 0.0075 17.2047 1TGSVD(L )  
5.1202 -61.1341 0.0075 79.7941 2TGSVD(L )  

0.6815 -19.9721 0.0083 10.3802 S-Tikh  
0.7118 -18.2493 0.0726 12.4487 1G-Tikh(L )  
1.4960 -33.3710 0.0075 27.6701 2G-Tikh(L )  
0.6610 -19.628 0.0046 10.2977 1

2G-Tikh(W )  

0.6479 -19.2861 0.0033 10.1302 2

2G-Tikh(W )  
0.70 -20.24 0.01 10.68 Land- Frid  
0.84 -19.38 0.006 11.71 ( )Land- Frid Cheb. Acc .  

0.75 -20.30 0.01 10.65 Iter- Tikh  

0.84 -20.38 -0.003 10.71 ( )Iter- Tikh Cheb . Acc .  

0.49 -16.35 4.62e-4 8.1255 ART  
0.74 -21.04 0.01 11.52 CGLS  
0.74 -21.04 0.01 11.52 LSQR  
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  گيري     بحث و نتيجه5
سازي صورت  گونه كه اشاره شد، هدف از شبيه همان

 يك مسئله بدوضع گسسته گرفته در بخش پيش، ايجاد
 پواسون بوده -سازي معادله انتگرالي آبل ناشي از گسسته

است كه تا حد امكان به مسئله واقعي نزديك باشد و سپس 
دست آمده در هر روش، در مسئله  هاي به با تحليل جواب

واقعي كه همان برآورد مجهولات تفاضلي با استفاده از 
 پواسون است، -رالي آبل در رابطه انتگBGIهاي فايل  داده

سازي  نتايج حاصل از شبيه. روش بهتر به كار گرفته شود
 در بخش قبل ارائه شده 3صورت پذيرفته، در جدول 

  .است
شود كه روش  ، ديده مي3 با توجه به نتايج جدول

ترين روش براي حل مسئله انتقال  مناسب) ART(كازمارز 
اده از روش سمت پايين در محاسبه ژئوئيد بدون استف به

 .استوكس است

 ئلهمس(هاي فوق در مسئله واقعي با استناد به تحليل
هاي  انتقال به سمت پايين مشاهدات گراني به كميت

سازي  كه ناشي از گسسته) پتانسيلي روي بيضوي مرجع
20پواسون روي يك شبكه  معادله انتگرالي آبل 20′  با ×′

 است،  BGIاطلاعاتي راني بانكنقطه گ 8868استفاده از 
روش كازمارز به مثابة روش سازگار با اين مسئله به كار 
گرفته شد و نتايج حاصل يا مجهولات پتانسيل تفاضلي 

  . آورده شده است4گفته در شكل  روي شبكه پيش
  

  تشكر و قدرداني
هاي  از معاونت پژوهشي دانشگاه تهران و پرديس دانشكده

لي از اين تحقيق در قالب طرح فني به سبب حمايت ما
  .شود  تشكر و قدرداني مي03/1/8103918پژوهشي شماره 
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