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  چكيده
در ايـن مطالعـه پـس از بررسـي     . كنند و از اهميـت خاصـي برخوردارنـد    جبري در بسياري از مدلهاي فيزيكي نقش بسيار مهمي را ايفا مي      -معادلات ديفرانسيل 

توانـد بـراي حـل معـادلات        پـردازيم كـه مـي     اي مي ي دنباله به بررسي روش منظم ساز    آيد   جبري به وجود مي    -مشكلاتي كه در حل عددي معادلات ديفرانسيل      
ناپذير كه به طور وسيع در ديناميك سيالات مورد          استوكس تراكم  -در ادامه معادلات ناوير   .  جبري به فرم هزنبرگ و با انديس دو و سه، استفاده شود            -ديفرانسيل

اي براي يكي از مزيتهاي روش منظم سازي دنباله. شوند و به كمك روش فوق حل عددي مي     جبري بررسي  -گيرند به عنوان معادلات ديفرانسيل    استفاده قرار مي  
سپس روش  . كند استوكس، اين است كه شرايط اوليه براي فشار لازم نيست و نسبت به روشهاي خطي معادلات را با سختي كمتري حل مي                      -حل معادلات ناوير  
  .در پايان نتايج عددي آورده شده است. كنيممحاسبات به كار برده و با روش ذكر شده مقايسه مياي پيشگو را براي كاهش حجم منظم سازي دنباله

  
  .اي پيشگواي، روش منظم سازي دنباله جبري، روش منظم سازي دنباله- استوكس، ديناميك سيالات، معادلات ديفرانسيل-معادلات ناوير :هاي كليديواژه

  
  مقدمه

   تـابع بـرداري بـه فـرم         در حالـت كلـي،      جبـري  -معادلات ديفرانـسيل  
)1(                 0),,( =′xxtF   

باشند كه در آن ماتريس     مي
x ′∂

∂ F    منفرد و x   برداري n    بعـدي اسـت  .
انديس، كمترين دفعات مـشتقي     ) 1( جبري   -براي معادلات ديفرانسيل  
 به صورت منحصر بفردي بـر       ′x گرفته شود تا     است كه بايد از سيستم    

بدست آيد يا به عبارت ديگر به يك معادلـه ديفرانـسيل             x و tحسب  
 Martinson & Barton 2000، Ascher & Petzold (معمـولي برسـيم  

و باشد سيستم را بـا انـديس        هر گاه انديس سيستم بزرگتر از د      . )1946
 جبـري كـه در      -بـسياري از معـادلات ديفرانـسيل      . گويندمرتبه بالا مي  

باشـند  شوند به صورت معادلات ديفرانسيل معمولي مـي       عمل ظاهر مي  
در اين نوع از سيستمها متغيرهـاي       . كه با يكسري قيد جبري همراهند     

ادلات انـد و بـه مع ـ     ديفرانسيلي و جبري به طور صـريح مـشخص شـده          
 Ascher & Petzold (ديفرانـسيل جبـري بـا فـرم هزنبـرگ مـشهورند      

در اين مقاله معادلات هزنبرگ به فرم زير را مورد بررسـي قـرار    . )1946
  : دهيممي
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tكــــــــــــــــــه  R∈،nx R∈،yny R∈،: n nf R R R× ⎯⎯→ 
:و ynng R R R× ــرداري و  →⎯⎯ ــع بـــ : توابـــ ynnB R R R⎯⎯→ × ،

: yn nG R R R⎯⎯→ ــستند × ــسي ه ــع ماتري ــا .  تواب ــر xدر اينج  متغي
) 2(دسـتگاه معـادلات   . شـود  متغير جبري ناميـده مـي    yديفرانسيلي و   

 معكـوس پـذير     GBداراي انديس دو است هرگاه مـاتريس حاصلـضرب          
بـه عنـوان مثـال     .)Ascher & Petzold 1946, Lin et al., 2003 (شدبا

 اسـتوكس  -جبـري، معـادلات نـاوير    -كاربردي از معادلات ديفرانـسيل 
(Taylor 1996)كنيم كه دستگاهي از معادلات ديفرانسيل  را مطرح مي

بـه  ) ناپـذيري شـرط تـراكم   (با مشقات جزئي، همراه با يك محـدوديت         
  : صورت زير است
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 متناظر با   divشود كه عملگر    ديده مي  )3(و  ) 2( معادلات   با مقايسه 
 بنابراين معـادلات    . است B متناظر با ماتريس     gradو عملگر    Gماتريس

ايـن  . اسـت  ناپـذير دو بعـدي داراي انـديس دو     استوكس تـراكم -ناوير
انــديس معــادلات امكــان وجــود دارد كــه بــا كمــك روشــهاي كــاهش 

 جبري را به معادلات ديفرانسيل معمـولي تبـديل كنـيم و             -ديفرانسيل
سپس به حل اين معادلات بپردازيم ولي اين چنين دستكاريهايي باعث           

ايـن ناپايـداريها بـا      . شـود ايجاد ناپايداريهايي در حل اين معـادلات مـي        
ه هـر  دهـد ك ـ كند و جوابي به مـا مـي  افزايش زمان خود را آشكارتر مي  

كنـد ولـي در قيـدهاي جبـري         چند در معادلات ديفرانسيلي صدق مي     
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روشهاي مختلفي براي رفع اين مشكل وجود دارد كه از          . كندصدق نمي 
، Lin et al., 2003 (باشـد گارت مـي معروفترين آنها تكنيك پايداري بام

Baumgurte 1972(.  
بـراي  در بخش دوم روش منظم سازي را همراه با محدوديتهايي كه            

سپس به معرفي روش منظم     . كنيم دارد بررسي مي   DAEحل معادلات   
 بـا   DAEتوانـد بـراي حـل معـادلات         پردازيم كه مي  اي مي سازي دنباله 

انديس دو و سه به كار رود و نسبت به روش منظم سـازي، معـادلات را       
هدف اصـلي ايـن مقالـه حـل معـادلات           . كندبا سختي كمتري حل مي    

يكـي از   . اي اسـت  كمك روش منظم سـازي دنبالـه       استوكس به    -ناوير
 استوكس ايـن اسـت كـه        -مزيتهاي روش فوق براي حل معادلات ناوير      

شرايط اوليه براي فشار لازم نيست و اين از آن جهت كه يافتن شـرايط               
. گيرد حائز اهميـت اسـت     اوليه براي فشار همواره به راحتي صورت نمي       

با توجه  . ت صريح پياده سازي كرد    توان به صور  علاوه بر اين روش را مي     
 كوچـك اختيـار شـود از طرفـي          ∆tبه صريح بودن روش نياز است تا        

براي رفع ايـن    . شود باعث افزايش حجم محاسبات مي     ∆tكوچك بودن 
دهيم اي پيشگو را مورد مطالعه قرار ميمشكل روش منظم سازي دنباله    

. اي هزينه محاسبات كمتري دارد     به روش منظم سازي دنباله     كه نسبت 
اي كه جواب دقيق آن را داريـم نـشان          كارايي اين روش را با حل مسأله      

  .دهيممي
  

  منظم سازي. 2
دهد كـه بـدون مـشتق گـرفتن از يـك            منظم سازي، روشي را ارائه مي     

ري  تبديل كنيم و با مشكل ناپايدا      ODE آنرا به يك مسأله      DAEمسأله  
  .(Macdonald 2001)مواجه نشويم 

   : جبري زير را در نظر بگيريد-معادله ديفرانسيل
)4(                 ( , ) ( , )x f x t B x t y′ = −  

0 ( , )g x t=  
1را بـا    ) 4(اگر محدوديت    ( , ) ( , )T x t y g x tε − ′ ، و يـا بـه طـور        =

1معادل با    ( , ) ( , )y T x t g x t
ε

′  ODE جايگزين كنيم بـه يـك مـسأله          =
),( و εدر اينجا   . رسيممي yxT         به ترتيب پارامتر و مـاتريس مـنظم 

 مقداري بسيار كوچك εپارامتر. (Baumgurte 1972)باشند سازي مي
1),(0بـه طـوري كـه       . است ≈′− ytxTε .      بنـابراين جـايگزيني فـوق

اين است كه منظم سازي اما مشكل . كندأله را برآورد ميمحدوديت مس
ε        مقداري كوچك است و مقادير كوچك ε     باعث سخت شدن مسأله 
شوند و براي حل اين مسائل نيازمند انتخاب طـول گامهـاي بـسيار              مي

 از تكنيـك    براي رفـع ايـن مـشكل      . كوچك را در روشهاي صريح داريم     
  .كنيمگارت استفاده ميپايداري بام

  

  گارت تكنيك پايداري بام. 3
را با محدوديت زيـر بـراي       ) 4(گارت محدوديت رابطه     بام 1970در سال 

  : (Baumgurte 1972) با انديس دو جايگزين كرد DAEيك مساله 
)5(             1 2( , ) ( , ) 0d g x t g x t

dt
α α+ =  

) 5(بـا توجـه بـه اينكـه در     . باشند هر دو غير منفي مي2α  و1α كه 
02 >α   مقدار ،),( txg            به طور نمايي بـر حـسب زمـان كـاهش 
گـارت بـه    تكنيك پايداري بـام   . شوديابد و مشكل ناپايداري رفع مي     مي

فاده قرار گرفته است اما      مورد است  DAEطور وسيع، براي حل معادلات      
 براحتي صورت   jαمشكل آن، اين است كه همواره انتخاب پارامترهاي       

گيرد و انتخاب نامناسب اين پارامترها ممكن است باعـث حـل نـه              نمي
  . چندان مناسب مسأله شود

اي گارت ايده مهمي است براي روش منظم سازي دنباله        اما روش بام  
مـورد  ) 2(فـرم    بـا انـديس بـالا و بـه           DAE اند براي معادلات  توكه مي 

  .استفاده قرار گيرد
  

   ايروش منظم سازي دنباله. 4
اي ايده اصلي روش اين است كه به جاي حل يك مسأله سخت، دنبالـه             

 SRMروش  . از معادلات را كه از سختي كمتري برخوردارند حل كنـيم          
در ايـن قـسمت     . جـام شـود   تواند به عنـوان روشـي كـاملاً صـريح ان          مي

 با انديس   DAEكنيم كه به حل معادلات      الگوريتم اين روش را ارائه مي     
- با انديس سه نيـز مـي      DAE براي معادلات    SRMروش  . پردازددو مي 

 بـر  SRMروش .  (Ascher & Lin 1996) تواند مورد استفاده قرار گيرد
هينـه سـازي    گـارت و روشـهاي عـددي بـراي ب         هايي از كار بام   پايه ايده 

ايـن روش بـراي   . ، اسـتوار اسـت   (Arrow et al. 1968)مـسائل مقيـد  
  :با انديس دو به صورت زير است DAEمعادلات
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dtσ σ σ σ σα α

ε−
⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦

  

σx   و σy m,...2,1=σ باشند كه بـه   بع مي اي از توا  ، دنبالهx و y 
، به ترتيـب مـاتريس و پـارامتر         ε و پارامتر  Tماتريس. باشندهمگرا مي 

توانـد   مـي  εدر ادامه خواهيم ديـد كـه مقـدار        . باشندمنظم سازي مي  
)(hO      اختيار شود و بنابراين ε     1مقـادير   .  زياد كوچك نخواهد بـودα 
  .گويندگارت مي را پارامترهاي بام2αو

ــاه  01هرگ =α  ــادلاتي ــود و در مع  باشــد، روش صــريح خواهــد ب
gكه

dt
d 01 منفرد باشد انتخاب =α  باشـد  مناسـب مـي)  Ascher & 

Lin 1996، Ascher & Lin 1997)( . 01هرگاه =α  ،6( انتخاب شـود (
  : شودبه صورت زير نوشته مي

   )الف7(
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1( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x f x t B x t y T x t g x tσ σ σ σ σ σε−
⎛ ⎞′ = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠
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             )ب7(
1

1 ( , ) ( , )y y T x t g x tσ σ σ σε−= +   
1داريم) 7(با توجه به    

1( ) ( , )0T y y g x tσ σ σε −
−− ≈ كه همان شرط   =

 بايـد مـشخص باشـند و        xمقادير اوليه داده شـده بـراي        . است) ب7(
همچنـين يـك مقـدار اختيـاري        . باشـند همان شرايط اوليه مسأله مـي     

ين شـود، كـه معمـولاً       ، به عنوان مقدار اوليـه بايـد تعي ـ        yدلخواه براي 
0≡yدر ادامه الگوريتم روش آمده است. شود اختيار مي.  

  
  SRMالگوريتم روش . 5

0 بايد معين شده باشند و آنها را بـا  xمقادير اوليه براي  
1x  نـشان مـي -

00دهيم و   
0 =y    مقدار اوليه متغير جبري y در اين الگـوريتم  . باشد مي

nxσ و nyσ ــادير ــده مق ــشان دهن )( ن ntxσ و )( ntyσــي ــند م . باش
  : باشد به صورت زير ميSRMالگوريتم روش 

0 قرار دهيد-الف
1

0 xx =σ 2,3 براي,...,mσ =.   
0 از-ب

σx 0را بـــراي بدســـت آوردن ) ب7( اســـتفاده كنيـــد تـــا
σy ،

1,2,3,...,mσ   .  حل نمايد=
],[در هـــر بـــازه   1+nn tt  ،,1,2,...0n ، الگـــوريتم زيـــر را بـــراي   =

1,2,3,...,mσ   . تكرار كنيد=
1وجه به اينكه مقدار    با ت  -1 0α  nxσ+1مقـدار   ) الف7( است، به كمك     =

  . را محاسبه نماييد
1 و   nxσ+1استفاده نماييد تا با كمك      ) ب7( از رابطه    -2

1
+
−

nyσ  ،1+nyσ  را 
1هر پله زماني مقدار     دقت كنيد در    . به دست آوريد  

0
+ny  توان بـه    را مي

1صورت دلخواه انتخاب كرد كه معمولا 
0
+nyشود صفر انتخاب مي.  

  
 SRMخطاي روش . 6

 نشان دادنـد  ),Ascher & Lin 1997 Ascher & Lin 1996 (اشر و لين
  :براي حل معادله SRM كه خطاي روش

  
( , ) ( )

( , ) 0
x f x t B t y
g x t
′ = −

=
 

  :به صورت زير است
  

( ) ( ) ( ) ( )m p
mx t x t O O xε− = + ∆  

  
  تعداد تكرارهاي روشm طول گام،∆x پارامتر منظم سازي،   εكه  
SRM   و در هر پله زمانيP      مرتبه روشي است كه معادلات ديفرانـسيلي 

xεبنـابراين بـا انتخـاب       . كنـيم ا با آن حـل مـي      ر m و ∆= p=   بـراي 
  :باشدپارامترها، مقدار خطا به صورت زير مي

  

( ) ( ) ( )p
mx t x t O x− = ∆  

  
   استوكس - براي معادلات ناويرSRMالگوريتم . 7

  : استوكس به صورت زير است-ناپذير ناويرمعادلات تراكم
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با پياده سازي   . باشندبعد مي  عدد رينولدز و معادلات بي     Reدر اينجا   
01 با   SRMروش   =α        اي از معـادلات     براي معادلات فـوق بـه دنبالـه
PDEرسيممي  به صورت زير:  

  

fgradPUUgradUdivUgradU t εεεεε σσσσσσ +−∆=+− −1Re
1).()()(

 )9(            1
1P P divUσ σ σε−= −   

0tU aσ = =  

سازي معادلات  اكنون با كمك روشهاي تفاضلات متناهي به گسسته       
كـه سـيال بـا      ) 1(به عنوان مثال ناحيه مربعـي شـكل         . پردازيممي) 9(

 كنـد، را در نظـر بگيريـد   سرعت ثابت در قسمت پايين آن حركـت مـي    
(Lin et al. 2003).  

  

  
  .  مسير حركت سيال-1كل ش

  
يال در قسمت پايين، باعث ايجاد چـرخش در حفـره مربعـي             حركت س 
-بيـان مـي   ) 8(سرعت و فشار در اين ناحيه با معادلات         . شودشكل مي 

  . شرايط اوليه مسأله به صورت زير است. شوند
 T=(0,0)T(u,v)                  در بالا دو طرف ناحيه مربعي

 T=(1,0)T(u,v)                      در پايين ناحيه مربعي
ي مربع روع حركت سيال، و به ازاي تمام مقادير داخل ناحيه    در زمان ش  

 T=(0,0)T(u,v)                                 شكل

  
   استوكس -يك ايده تفاضلي براي حل معادلات ناوير . 8

txyهرگاه كه  ∆∆∆  نشان دهنده طول گام در زمان و مكـان باشـند           ,,
  : توان به صورت زير نشان دادنقاط شبكه را مي

tnyj

xi

NntntNjyjy
Nixix

,...,1,0,,...,2,1,0
,...,1,0

=∆==∆=
=∆=  
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اگـر روش اويلـر     ) 9(پس از بـسط دادن عملگرهـاي موجـود در رابطـه             
 براي حـل    SRMسازي زماني به كار ببريم روش       پيشرو را براي گسسته   

 : استوكس به صورت زير است-معادلات ناوير
n
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pvuمشتقات را با استفاده از روابط تفاضلي زير جايگزين        ) 10( در   ,,
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w تواند يكي از مولفه هاي       ميp,v,u مقادير اوليـه فـشار بـه ازاي        .  باشد
شـــود بـــا ايـــن انتخـــاب، صـــفر انتخـــاب مـــي j وiتمـــام مقـــادير

شرط
, ,( ) 0i j i jp dxdy pσ σΩ

≈ معمولا روشـهاي صـريح     .  برقرار است  ∫∑∑=
بـا توجـه بـه صـريح        .  كوچك دارند  ∆t نياز به  PDEبراي حل معادلات    

.  بـه انـدازه كـافي كوچـك انتخـاب شـود            ∆tبودن روش لازم است تـا     
ــاب ــا ∆tانتخـ ــه بـ }min)2 همرتبـ , })x y ε∆ ــي ∆ ــب مـ ــد مناسـ   باشـ

)Ascher & Lin 1996, Ascher & Lin 1997, Lin 1997( .  با توجه بـه
 در روشـهاي    ∆tتواند بزرگ اختيار شـود انتخـاب چنـين         مي εاينكه  

  .صريح منطقي است
)جمله   )grad divU σ  كه پس از به كـارگيري روش  )9( در معادلات ،

SRM    ظاهر شده اسـت در پايـداري روش مـوثر اسـت ) Lucht et al., 

1999(.  
  
  اي پيشگوروش منظم سازي دنباله. 9

 تكـرار    مرتبـه  m در هر پله زماني لازم اسـت         SRMاز آنجايي كه روش     
 تعـداد   mهمانطور كه در بخـش شـشم بيـان شـد،            . شود، بهينه نيست  

 در هر پله زماني برابر با مرتبه روشي است كه بـا      SRMتكرارهاي روش   
در برخي حالتها كـه     . گردنداستفاده از آن معادلات ديفرانسيلي حل مي      

براي حل معادلات ديفرانسيلي لازم اسـت روشـهاي مرتبـه بـالا مـورد               
 به مرتبـه روش حـل كننـده         m قرار گيرد با توجه به وابستگي        استفاده

. معادلات ديفرانسيلي، تعداد تكرارها در هر پله زماني زياد خواهـد بـود            
زياد بودن تعداد تكرارها در هر پله زماني باعث افزايش هزينه محاسبات          

 & Lin(لـين و اسـپيتري   . گـردد  مـي SRMو در نتيجه ناكارايي روش 

Spiteri 2001(       براي رفع ايـن مـشكل بـه معرفـي روش مـنظم سـازي 
پرداختند كه بهينه شده روش منظم سـازي        ) PSRM(اي پيشگو   دنباله
 اين است كه در هر پله زماني        SRMاي است و تفاوت آن با روش        دنباله

شـود و بـا ايـن    يك حدس اوليه مناسب براي متغير جبري انتخاب مـي        
دهيم يا به عبارت ديگـر       انجام مي  عمل در هر پله زماني تنها يك تكرار       

آنها همچنين روشهاي متفاوتي را بـراي  . كنيمانتخاب مي=m 1همواره 
يكي از اين روشها، روش پيـشگويي       . پيشگويي متغير جبري ارايه دادند    

كند ايـن   ساده است و زماني كه متغير جبري به طور پيوسته تغيير مي           
بـا توجـه بـه    . (Macdonald 2001)روش پيشگويي بسيار مفيـد اسـت   

هموار بودن متغير جبري، مقدار اين متغير در پله زماني قبل به عنـوان              
گيـرد و بـا     يك مقدار مناسب در پله زماني جديد مورد استفاده قرار مي          

تـوان مقـدار دقيقتـري از    مـي =m 1يك بار اصلاح يا به عبارتي انتخاب 
 -دلات نـاوير  در معـا  .  بدست آورد  SRMمتغير جبري را نسبت به روش       

استوكس با توجه به اينكه با افزايش زمان فشار به صورت پيوسته تغيير          
 را با پيشگويي ساده به كار ببـريم و بـا         PSRMتوانيم روش   كند، مي مي

در اين  .  و انجام محاسبات كمتر به حل معادلات بپردازيم        =1mانتخاب  
موجـب   پياده سازي روش فوق      SRMصورت با توجه به الگوريتم روش       

 به   PSRMشود تا حجم محاسبات در روش       مي
m
 حجم محاسبات در    1

 . كاهش يابدSRMروش 
  

  بحث و نتايج عددي .10
- به حل دو مسأله مي     PSRM و   SRMدر اين بخش به كمك روشهاي       

و بدست آوردن ) 8( در u وv  ،pمسأله اول با جايگذاري مقادير. پردازيم
f    فزار  به كمك نرم اMaple           ساخته شـده اسـت و بـا روش SRM   حـل 

اسـت كـه جـواب      ) 8( اسـتوكس    -مسأله دوم معـادلات نـاوير     . شودمي
 با شرايط اوليـه داده      PSRM و   SRMتحليلي ندارد و به كمك روشهاي       

اين قـسمت از محاسـبات بـا اسـتفاده از     . شود حل مي7شده در بخش  
 انجـام شـده   Cامه نويـسي  يك دستگاه كامپيوتر روميزي و نرم افزار برن    

  .است
  

  :1أله مس
و بدست آوردن ) 8( در u وv  ،pمسأله اول با جايگذاري مقادير زير براي
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f      به كمك نرم افزارMaple             ساخته شـده اسـت و بـا اسـتفاده از روش ،
SRMشود حل مي.  
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100Re و   e2=∆t   ،5/0=ε-5 و انتخـاب     SRMبه كمك روش     = 
مقدار ماكزيمم خطـا بـراي سـرعت و         . پردازيمبه حل معادلات فوق مي    

آورده ) 1( نيز در جدول     m و به ازاي مقادير مختلف       =1tفشار در زمان    
 SRMبا توجه به جدول بهتـرين نتـايج زمـاني كـه از روش               . شده است 

  .شوند حاصل مي=4m و =3mه ازاي كنيم باستفاده مي
  

  .=1t  ماكزيمم خطا براي سرعت و فشار در زمان -1جدول 

4  3  2  1  m 
  (U)ماكزيمم مقدار خطاي سرعت   36770/0  07503/0  04521/0  04213/0
 (P)ماكزيمم مقدار خطاي فشار   74313/0  25839/0  17883/0  16482/0

  
اي مسأله فـوق در زمـان       همچنين مسيرهاي واقعي و تقريبي جريان بر      

1t= رسم شده است) 3(و ) 2( به ترتيب در شكلهاي.  
  

  
  .t=1 در زمان =100Re مسير دقيق خطوط جريان به ازاي -2شكل 

  

  
 SRM كه به كمك روش      t=1 در زمان    =100Re خطوط جريان به ازاي      -3شكل  

  .بدست آمده است

دن مقادير  مقايسه مسير دقيق خطوط جريان كه با توجه به مشخص بو          
u   و v           رسم شده با خطوط جريان كه به كمك روش SRM   بدست آمده 

 - را بـراي حـل معـادلات نـاوير         PSRMو   SRMاست، كارايي روشـهاي   
  .دهداستوكس نشان مي

 
   :2مسأله 

كـه فاقـد جـواب تحليلـي        ) 8( استوكس   -در اين قسمت معادلات ناوير    
 و SRMوشـهاي   و اسـتفاده از ر   Reباشـد بـه ازاي مقـادير مختلـف          مي

PSRM  5در اينجا   . شود حل مي-e2=∆t   5/0 و=ε    اختيار و ناحيه 
بـه  ) 10(شود سپس با اسـتفاده از        قسمت تقسيم مي   64×64مربعي به   

ميـدان  ) 5(و  ) 4(در شـكلهاي    . پردازيم استوكس مي  -حل معادله ناوير  
10Reب بـه ازاي      به ترتي  t=100جريان در زمان     100Re و   =  رسـم   =

  .شده است
  

  
 SRM كه به كمك روش      t=100 در زمان    =10Re خطوط جريان به ازاي      -4شكل  

  .بدست آمده است
  

.   
 SRM كه به كمك روش      t=100 در زمان    =100Re خطوط جريان به ازاي    -5شكل  

  .بدست آمده است
  

jieاگر    : به صورت زير تعريف شود,
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jieبا توجه به تعريف فوق      ناپـذيري   مقدار تقريبي بـراي شـرط تـراكم   ,
jieدر واقـع  . است و مقادير آن بايد بسيار نزديك به صفر باشد      نـشان  ,

در جـدول  . اسـت  ناپـذيري ، براي شرط تراكمدهنده مقدار خطاي روش
 در mو مقـادير مختلـف    =100Reمقدار ماكزيمم اين خطا به ازاي   ) 2(

-بينيم كه بر خـلاف روش     مي.  محاسبه شده است   t=1 و t=5/0دو زمان   
هاي مستقيم كاهش انديس، مقدار اين خطا بـا افـزايش زمـان كـاهش            

با توجه به جـدول     . باشدكند كه نشان دهنده پايداري روش مي      پيدا مي 
ميـدانهاي  . شـوند  حاصـل مـي    =4m و   =3mبهترين نتايج بـه ازاي      ) 2(

  . رسم شده است=3mجريان فوق نيز به ازاي 
  

ناپذيري به ازاي مقادير  مقدار ماكزيمم خطا براي شرط تراكم-2 جدول
  .t=1 و t=5/0 در دو زمان mمختلف 

  

4  3  2  1  m  
5-E941/2  5-E282/6  3-E034/1  2-E165/1  

jie  =5/0t در زمان,

3-E029/4  5-E794/2  3-E068/1  3-E208/8  
jie  =1t در زمان,

  
. توجه كنيم در بكار بردن روشهاي عددي بايد به اندازه كافي دقت كرد            

شـود و    در هر پله زماني مقادير فشار صفر انتخـاب مـي           SRMدر روش   
 مقـادير اوليـه   PSRMگردد ولـي در روش    تبه تكرار مي   مر mمحاسبات  

شـود و تنهـا در اولـين گـام هماننـد روش             براي فشار صفر انتخاب مـي     
SRM   محاسبات m               مرتبه تكـرار، و پـس از بـه دسـت آوردن مقـداري 

هاي زماني  هاي زماني بعد، مقادير فشار در پله      مناسب براي فشار در پله    
 اختيار و محاسبات تنهـا يـك مرتبـه          قبل، به عنوان يك مقدار مناسب     

در ايـن صـورت زمـان     . گـردد تـا مقـادير فـشار بدسـت آيـد           تكرار مـي  
زمـان  ) 3(جـدول   . يابـد محاسبات به طـور چـشم گيـري كـاهش مـي           

 و بـه ازاي     t=100محاسبات را براي به دست آوردن ميـدان جريـان در            
100Re=با استفاده از روشهاي SRM  وPSRMدهد نشان مي.  

  

  .PSRMو    SRM زمان محاسبات روشهاي-3 جدول

PSRM  SRM  نوع روش 

  )ساعت(زمان محاسبات   3/8  2/3
  

 بايـد   PSRMو   SRMسازي روشـهاي    از ديگر نكاتي كه در هنگام پياده      
مورد توجه قرار گيرد اين است كه با توجـه بـه روابـط تفاضـلي كـه در                

دسـت   براي گسسته سازي معـادلات اسـتفاده شـده، امكـان ب            8بخش  
آوردن مقادير فشار در مرزها همانند نقاط داخلي وجود ندارد و با توجه             

كند مقادير فشار در نقاط مجاور      به اينكه فشار به طور پيوسته تغيير مي       
-شود و همين باعـث مـي      به عنوان مقدار فشار در اين نقاط انتخاب مي        

بـه همـين دليـل پاسـخهاي        . ها خطا كمي بيـشتر باشـد      شود در كناره  
هـاي  دهد كه در پاسخ   اي را نشان مي   هاي بسته ها حلقه زديك به كناره  ن

 نـشان   t=100ميدان جريـان را در زمـان        ) 6(شكل  . دقيق وجود ندارند  
  . محاسبه شده استPSRMدهد كه به كمك روش مي

 از آن جهت صورت گرفته است كه پايداري روشهاي          t=100انتخاب  
SRM   و PSRM   ير استوكس نشان دهـد زيـرا    ناو- را براي حل معادلات

 سيال حالت پايـدار پيـدا خواهـد         t=5/1پس از گذشت زماني در حدود       
  . بسيار به هم شبيه استt=5/1 و t=100كرد و خطوط جريان در زمان 

  

  
 كه به كمك روش t=100 در زمان =100Re خطوط جريان به ازاي -6شكل 

PSRMبدست آمده است .  
  

 پيشنهادات. 11
SRM   وPSRM 01ا  ب =α     تواند براي  دهد كه مي   روشي صريح به ما مي

در اين روش نيـاز  . و با انديس دو به كار رود )2( به فرم DAEمعادلات 
به حل دستگاه جبري نداريم و زماني كـه انتخـاب مقـادير اوليـه بـراي          

تواننـد  متغيرهاي جبري به سادگي امكان پذير نيست ايـن روشـها مـي            
 -به عنوان مثال يكي از مشكلات براي حل معادلات نـاوير          . باشندمفيد  

 -در حـل معـادلات نـاوير      . باشـد استوكس، يافتن مقادير اوليه فشار مي     
 مقـادير اوليـه فـشار، لازم      PSRM و   RSMاستوكس با كمك روشـهاي      

  . نيست
توانـد بـه صـورت مـوازي     از مزيتهاي مهم اين روش آن است كه مي      

تواند به طـور    امنه و به كار گيري روشهاي موازي مي       تجزيه د . اجرا شود 
چشم گيري زمان انجام محاسبات را كاهش دهد و دقـت محاسـبات را              

 پردازنده براي حل يك سيستم خطي داشـته باشـيم           kهرگاه  . بالا ببرد 
 را بـراي    PSRM زيردامنه تقسيم كنـيم و روش        kتوانيم دامنه را به     مي

ر اين صورت مقادير در نواحي مرزي بايد به         د. هرزير دامنه به كار ببريم    
با اين ايـده زمـان   . هايي كه به اين مقادير نياز دارند انتقال يابد        پردازنده

شود كـه   كند، و اين امكان فراهم مي     محاسبه به سرعت كاهش پيدا مي     
1000Reبه ازاي     استوكس  -، بتوانيم معادلات ناوير   t و مقادير بزرگ     =

بدون انجام محاسبات مـوازي     ) 10(را حل عددي نماييم، هر چند طرح        
1000Re استوكس، زماني كه     -براي حل معادلات ناوير       باشـد بـراي    =

t هاي كوچك امكان پذير است.  
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