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  چكيده
 از اعـداد    B و Aدهيم اگر دو زير مجموعه مجـزاي        مينشان  . دهيممي قرار مورد بررسي  در اين مقاله ابتدا زيرمجموعه هاي به هم آميخته از اعداد حقيقي را            

 شامل بازه هاي غير تهي نباشند، يا اگر شـامل بـازه هـاي غيـر                 BوA به هم آميخته هستند اگريا       B و Aباشند ، در اين صورت       داراي مرز مشترك   حقيقي
 Aدهيم كـه اگـر  مي نشان   ، آميخته نوع دوم   در ادامه با ارائه تعريفي جديد تحت عنوان مجموعه هاي به هم            .تهي باشند، نقاط انتهائي بازه ها را نيز در بر گيرند          

  روي 2∞ يـك تـابع      fدهـيم اگـر     مـي در بخـش بعـد نـشان        .  يا به هم آميخته اند و يا به هم آميخته نـوع دوم             cB و cA به هم آميخته باشند آنگاه       Bو
[ ]1,0=I  باشد كه داراي تنها يك مجموعهω -آنگاه اين مجموعه ،حدي است ω -    در ادامـه شـرطي را كـه تحـت آن      .حدي يـك مجموعـه كـانتور اسـت

) مجموعه ){ }0,: ℵ<∈ fxcardIx ω در I دهيممي چگال باشد را مورد بررسي قرار.  
  

  .حدي-ω، مجموعه هاي 2∞مجموعه هاي به هم آميخته، توابع  :ي كليديهاواژه
  

  مقدمه

اگـر دو زيـر مجموعـه    ) Bruckner & Ceder 1992( از5-3بنا به لم 
به هم آميختـه باشـند      از اعداد حقيقي   B و Aغير تهي و مجزاي     

دهـيم  نـشان مـي   . داراي مرز يكسان و كامل هستند      B و A آنگاه
اگـر دو زيـر    يعنـي  .عكس اين مطلب نيز تحت شرايطي برقرار اسـت    

داراي مرزمـشترك و كامـل       B و Aاي  مجموعه غير تهـي و مجـز      
 B وA بهم آميخته هستند اگر يا B وAدر اين صورت    باشند،

هـاي   شـامل بـازه    B و Aهاي غير تهي نباشند، يا اگـر        شامل بازه 
  . باشند نقاط انتهايي بازه ها را نيز در برگيرند غيرتهي

 داراي آنتروپي توپولوژي صفر اسـت       I=]1,0[ روي   fتابع  
 Ruette( باشـد  2∞ ويا يك تابع n2 يك تابع fاگر و تنها اگر 

آنتروپي توپولوژي صفر باشد درباره چگال        يك تابع با   fاگر). 2003
ــه ــودن مجموع ) ب ){ }0,: ℵ<∈= fxcardIxA ω در I ــه  چ

 باشـد مجموعـه   n2 يك تابع    fتوان گفت؟ واضح است كه اگر     مي
A   در I  خـواهيم ديـد اگـر       .  چگال استf      و  2∞ يـك تـابع 

 آنگـاه  ، باشـد Ωحدي نامتناهي مانند - ωداراي تنها يك مجموعه 
Ω    شرط چگال بـودن    ،براي چنين تابعي  .  يك مجموعه كانتور است  

A  در I بخش اول را بـه تعـاريف و   . دهيممي را مورد بررسي قرار
در . ايـم دهمقدمات به ويـژه تعريـف سيـستمهاي سـاده اختـصاص دا            

. كنيمبخش دوم مطالبي درباره مجموعه هاي به هم آميخته بيان مي          
 -ω كه داراي تنها يك مجموعه       I روي   2∞در بخش سوم توابع     

  . دهيمحدي نامتناهي هستند را مورد بحث قرار مي
  

   يتالسيستمهاي ساده اسم. 1
  .پردازيمدر اين بخش به تعاريف ومقدمات مورد نياز مي

 را يـك مجموعـه كـانتور        Iاز   Cزير مجموعه ناتهي     .1 .1 تعريف
  . گوييم هرگاه هيچ جا چگال و كامل باشد

ــف ــزاي    .2 .1 تعري ــي و مج ــه غيرته ــر مجموع  از B وAدو زي
مجموعه اعداد حقيقي را به هم آميخته نوع اول يا بطـور خلاصـه بـه                

 و هر نقطـه اي كـه در         A هم آميخته گوييم هرگاه بين هر نقطه از       
A نيست نقاطي از هر دو مجموعه Aو B موجود باشند.  

ــه  )دو زيرمجموعـــــــــ ] ( ){ }QA ∩∪ 1,11, −−∞−= 
)و ){ } [ )∞−= ,11,1 ∪∩ cQBبه هم آميخته هستند .  

 از اعـداد حقيقـي را در خـود چگـال            Aزيرمجموعـه    .3 .1 تعريف
 بسته Aر اين اگر علاوه ب.  شامل نقطه تنها نباشد Aگوييم هرگاه   
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 Dهمچنين مجموعـه    .  يك مجموعه كامل است    Aهم باشد، آنگاه  
از اعداد حقيقي را در خود چگال دوطرفه گوييم هرگاه هر بازه بسته             

 را دربرداشـته    D تعـداد نامتنـاهي از عناصـر         ،Dشامل يك عنصر    
  .باشد

)بازه    يك مجموعه در خـود چگـال و همچنـين در خـود              1,0(
هر مجموعه كانتور يك مجموعه در خود چگال        .چگال دو طرفه است     

  .باشد ولي مجموعه در خود چگال دو طرفه نيست¬مي
 f گـوييم هرگـاه    n2 را يك تـابع      I روي   f تابع .4 .1تعريف

)k2 )1تنها عناصر دوري از مرتبـه        nk  f(  داشـته باشـد    ≥≥
  موجود باشد∋Ixه عنصر هر گا   دارد r≤1عنصر دوري از مرتبه     

xxfكــه  بطــوري r  كــوچكترين عــدد صــحيح بــا ايــن r و )(=
بـه همـين ترتيـب تـابع      ). گوينـد x  را دوره تناوب   r. خاصيت باشد 

IIf  تنها عناصر دوري    f گوييم هرگاه  2∞ابع را يك ت   :→
)k2 )1از مرتبه  ≥kداشته باشد.  
  

IIfتابع    بـا ضـابطه      :→
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 Ruette( از1-5-5 بـه مثـال   2∞لاحظه تابع م براي. باشدمي 12

  .مراجعه فرماييد )2003
IIf فرض كنيد    .5 .1 تعريف  يك تابع پيوسـته باشـد و        :→

Ix∈ .  مجموعهω-   حدي x   تحت f        عبـارت اسـت از نقـاط 
ــه ــدي مجموعـ })(:{ حـ +∈ Znxf n . ــا ــه را بـ ــن مجموعـ  ايـ

),( fxωدهيمنمايش مي.  
IIfفرض كنيـد     .1.6تعريف  يـك زيـر     J يـك تـابع و     :→

∪مجموعه  .  باشد Iمجموعه ناتهي از  
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IIfتابع   .7 .1تعريف  گـوييم هرگـاه حـد       1 را از رده بئر      :→
 1هر تـابع از رده بئـر        . طه دنباله اي از توابع پيوسته باشد      نقطه به نق  

ت به  براي اثبا . ( يك تابع پيوسته است    δGروي يك مجموعه چگال     
  ).مراجعه شود) 1385 شعباني(

),(فرض كنيد    .8 .1 تعريف dX         يك فضاي متـري كرانـدار وΛ 

ــمجم ــه وعـ ــه زيرمجموعـ ــسته  ه همـ ــاي بـ ــدXهـ ــابع .  باشـ تـ
[ ]∞→Λ×Λ ,0:H بــا ضــابطه { })(),(:inf),( ANBBNArBAH rr ⊂⊂= 

  . شودكند كه متر هاسدورف ناميده مي تعريف ميΛيك متر روي 
. و يـك باشـد  هـاي صـفر     مجموعـه همـه دنبالـه      Γفرض كنيد 

}درواقع. دهيممي نمايش   α را با    Γاعضاي }∞
=

=
1jjαα    كه بـراي 

دهــــيم مــــيقرار.  يــــا صـــفر اســــت يــــا يـــك  j، jαهـــر 
),,(| 1 kk ααα …=        ،)0,,,(0| 1 kk ααα  و        =…
)1,,,(1| 1 kk ααα  α آنگـاه    j، 0=jαاگربراي هـر     . =…

- نمـايش مـي    1 را با    α آنگاه   j، 1=jαو اگر براي هر      0را با   
)(01 را بـا ضـابطه     Γ→Γ:Sتابع   .دهيم += ααS   تعريـف 
 هنـگ دو ازطـرف چـپ بـه          در واقع اين تابع عمل جمع به      . كنيممي

 بـــــــراي مثـــــــال. باشـــــــدطـــــــرف راســـــــت مـــــــي
),0,1,1,0,0,0(),0,1,0,1,1,1( …… =S     1(0 و( =S      و 
0)1( =S .  

Γ∈βαباشد كه براي هر      داراي اين خاصيت مي    Sتابع    و  ,
Ν∈k،   عنصر Ν∈j   وجود دارد كه kkS j |)|( βα اين  (=

 & Bruckner( شـود  نتيجه ميSمطلب با توجه به ساده بودن تابع 

Smital 1993.((  
  .كنيمرا بيان مي )Smital 1986( از 5 -3در اينجا قضيه 

IIfفرض كنيد    .9 .1 قضيه   يـك  Ω و   2∞ يـك تـابع    :→
دراين صـورت دنبالـه اي از       . د باش f حدي نامتناهي    -ωمجموعه  

}بازه هاي بسته مانند  }∞=1kkاي كه وجود دارد به گونه:  
kk)  الف

k

f =)(2.  
kkk) ب 

k

f∪ ⊂++ )( 1
2

1.  
)( ،kبراي هر  )ج  korb⊂Ω.  
k، φ≠Ωبراي هر  و iبراي هر  )د  )( k

if∩.  
 حـدي نامتنـاهي     -ωمجموعـه     يك Ωفرض كنيد   . о1 .1 تعريف

)(مجموعه همه  . باشدf ،2∞براي تابع  k
if1ر قضيه هاي د- 

 ناميـده وآن    f نسبت به    Ω را يك سيستم ساده اسميتال براي        9
دهـيم  مـي قـرار    ,Ν∈kiبـراي هـر     . دهـيم ¬مي نمايش   Ψرا با   

kkJ )( و   1|=
)|1( k

i
kA

fJ i kJرتيب همه   بدين ت . = |α  ها بر
}دنبالـه   . باشندمي منطبق   Ψسيستم ساده اسميتال     }∞

=1| kkJα   بـا 
  .يك دنباله نزولي است1.9توجه به قضيه 

بـراي  (كنـيم   ¬مـي را به شكل زير بازنويـسي       1.9حال بندهاي قضيه    
  ).مراجعه كنيد) 1385شعباني ( ديدن جزييات بيشتر به

ــر ) الـــــف ــراي هـــ ــاي،Ν∈k و Γ∈αبـــ ــازه هـــ   بـــ
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)0,,,(0| 1 kk ααα |1),,,1( و =… 1 kk ααα ــر =…  زيــ
kJهاي بسته و مجزا از      بازه |α        هـستند كـه تـابع k

f بهـم    آنهـا را   2
  .كندتبديل مي

} مجموعـه   f تـابع    ،Γ∈αبراي هـر    ) ب }Γ∈αα :|kJ  را بـه 
  .نگاردروي خودش مي

∪ داريم Γ∈αبراي هر ) ج
Γ∈

⊂Ω
α

α kJ |
.  

kJمجموعه  ،Ν∈k و Γ∈αبراي هر ) د |α∩Ωناتهي است .  
  

  :11 .1نماد گذاري
∪∩ دهيمميقرار ) الف
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  هايي باشد بطوريكه براي يـك      xمجموعه همه    W فرض كنيد  )ب
αJ داشته باشيم { }xJ =α، دهيم ¬مي قرارWC =.  

  
  مجموعه هاي به هم آميخته. 2

  .آورده شده است )Bruckner & Ceder 1992(لم زير از 
 دو زير مجموعـه بـه هـم آميختـه از            B و Aفرض كنيد   . 1 .2 لم

  :نگاه اعداد حقيقي باشند آ
 يـك  P هـستند و  P داراي مرز مـشتركي ماننـد     B و A) الف

  .مجموعه كامل است
PB و∩PAمجموعه هاي ) ب   .ستند چگال هP در ∩
 مجموعه هاي در خود چگال هستند و        ،B و A مجموعه هاي ) ج

ــازه  B وAاگــــــر  ــايي از بــــ ــه هــــ ــر مجموعــــ  را زيــــ
( )BABA ∪∪ sup,inf در نظــر بگيــريم، آنگــاه Aو B در 
  .خود چگال دو طرفه هستند

تـوان مطـرح كـرد ايـن اسـت كـه اگـر دو               مـي حال سؤالي كه    
 داراي مـرز مـشترك و كامـل         B و Aمجموعه غير تهي و مجزاي      

دهد كه ميته هستند؟ مثال زير نشان  به هم آميخ BوAباشند آيا 
 در  ،علاوه بر آنكه در بند الف لم قبل صـدق كننـد           BوAحتي اگر 

عـه بـه هـم      بندهاي ب و ج هم صدق كنند بـاز هـم لزومـا دو مجمو              
  .آميخته نيستند

)گيريم   ) ( )[ ]QA ∩∪ ) و =−∞,1,00 ) CQB در . =1,0∩
ــورت  ــن ص ]اي ]1,0=∂=∂= BAP . ــه ــي مجموع ــاياز طرف  ه

PA∩  وPB ــستند Pدر ∩ ــال ه ــين .  چگ در  B وAهمچن
 A ن حـال  با اي ـ . باشندميخود چگال و در خود چگال دو طرفه نيز          

 aآنگاه بين    a>0و   ∋Aaزيرا اگر . به هم آميخته نيستند    Bو
در قضيه زير شرط به هم آميخته       . وجود ندارند  Bصفرعناصري از    و

  . كنيم را بيان ميB وA بودن دو مجموعه
 دو زير مجموعه مجزا و غير تهي از         B و A فرض كنيد  .2 .2 قضيه

ــشترك و ك   ــرز م ــي داراي م ــداد حقيق ــلاع ــندPام ــن .  باش در اي
 شـامل بـازه     B و A بهم آميخته هستند اگـر يـا       B و Aصورت

نقـاط   هاي غير تهي نباشند، يا اگر شامل بازه هاي غير تهـي باشـند             
  .يز در بر گيرندانتهائي بازه ها را ن

ــات  ــد :اثب ــد  . ∌Bx و ∋Bb فــرض كني xbفــرض كني <   
bxاثبات در حالت    (   در اين صـورت     ∋Pbاگر  ) . است  مشابه >

xpbجـود دارد كـه     و ∋Ppقطعا نقطه اي مانند       زيـرا در    >>
xab با شـرط   aبراي هر  غير اين صورت    خـواهيم داشـت     ، >>

Ba∈ يعنــي ؛ [ ) Bxb  بــازه اي  شــامل هــيچB وAاگــر (,⊃
، پـس طبـق     )نباشند در اين صورت همين جا به تناقض رسـيده ايـم           

بنابراين در هر صورت . ، كه اين يك تناقض است∋Bxفرض قضيه 
Pp∈وجود دارد كه xpb    .كنيمميسه حالت را بررسي . >>

 بـه   p يـك همـسايگي حـول      Uرض كنيـد  ف . ∋Ap: حالت اول 

ــعاع  ش
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−

=
2

,
2

inf pxbprــد ــراي هــر   .  باش ــابراين ب بن

Uu∈ ، xub  اسـت   B يـك نقطـه اي مـرزي         pچون . >>
 و  ∋Apاز طرفـي چـون      . باشـد ¬مـي  B شامل نقاطي از   Uپس

xpb  B و هـر نقطـه اي كـه از         B بنابراين بين هر نقطه از     >>
 به  B و A  وجود دارند ، پس در اين حالت       B و Aنباشد نقاطي از    

  . هم آميخته هستند
باشد، لذا  مي نيز   A  يك نقطه مرزي   pچون   . ∋Bp: حالت دوم 

 كـه در حالـت اول   U و به ويـژه همـسايگي   pهر همسايگي حول  
  و ∋Bpباشـد همچنـين چـون       مي Aآمده است شامل نقاطي از      

xpb هـر نقطـه     و   B لذا در اين حالت نيز بين هر نقطه از         ، >>
  وجود دارند، لذا   Bو هم از   A نقاطي هم از   ، متعلق نباشد  Bكه به   

Aو Bبه هم آميخته هستند  .  
 كــه در حالــت اول Uهمــسايگي. ∌Bp و∌Ap: حالــت ســوم

 ، ∋Uu اســت و چــون بــراي هــرB وAشــامل نقــاطي از  آمــده
xub  وجود  B و A نقاطي از    x و نقطه    b لذا بين نقطه     ، >>

 به هـم آميختـه      B و A دلخواه بودند بنابراين     x و bدارند و چون    
  .هستند
 بـه هـم آميختـه       B و Aدو مجموعه مجزا و غير تهي        .3 .2نتيجه

و   داراي مرز مشترك و كامل باشـند، B وAهستند اگر و فقط اگر      
 شـامل  Bو Aشامل بازه هاي غير تهي نباشند، يا اگـر        B و   Aيا  

  . آنگاه نقاط انتهايي بازه ها را نيز شامل باشند،بازه هايي باشند
طبق بند الـف از     .  به هم آميخته باشند    B و A فرض كنيد    :اثبات  

فـرض كنيـد    .  داراي مرز مشترك و كامل هـستند       B و A ،1-2 لم
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A  شامل بازه J             باشد و مثلا نقطـه انتهـايي چـپ بـازه J    بـه A 
 aكه بين واضح است  . ∋Jaهمچنين فرض كنيم  .متعلق نباشد

 B وA وجود نـدارد، لـذا   B عضوي از Jو نقطه انتهايي چپ بازه 
.  متعلق استA به Jپس نقطه انتهايي .به هم آميخته نخواهند بود
  .باشدمي 2 .2عكس قضيه همان قضيه 

در  . دو مجموعـه بـه هـم آميختـه باشـند           B و A فرض كنيد 
 به هـم آميختـه نيـستند، مـثلا فـرض كنيـد              cB و cAحالت كلي   
( ) QA ) و   =1,0∩ ) cQB  به  B و A واضح است كه   ،=1,0∩

 .1لذا بنا به تعريف     .  مجزا نيستند  cB و cAهم آميخته هستند ولي   
2، cAو cB آميخته نيستند به هم .  

نـوع دوم     را به هـم آميختـه      B و Aدو زير مجموعه     .4 .2 تعريف
 و  −BAناميم هر گاه داراي اشتراك ناتهي باشـند و دو مجموعـه             

AB   .  به هم آميخته باشند−
) بــــراي مثــــال  ] ( )[ ] [ )∞∞−= ,11,00, ∪∩∪ QA و 

( ] ( )[ ] [ )∞∞−= ,11,00, ∪∩∪ cQB       دو زيرمجموعه بـه هـم
   .آميخته نوع دوم هستند

 دو مجموعـه بـه هـم آميختـه بـا            B و Aفرض كنيـد    . 5 .2قضيه
به هم آميخته  يا دو مجموعهcB وcAدر اين صورت .  باشندPمرز

 بعــلاوه .نــوع دوم بــه هــم آميختــه   دو مجموعــه هــستند ، يــا 
PAB cc =∂=∂.  

RBA اگر   :اثبات   cAB، آنگاه چـون     ∪= cBA و   =  لـذا   =
RBAفـرض كنيـد     . مانـد ¬ميچيزي براي اثبات باقي ن     در  .∪≠
در .  داراي اشتراك نـاتهي هـستند      cB و cAاين صورت دومجموعه    

)واقع   ) φ≠−= BARBA cc  لـذا   ∩φ=BAچـون    .∩∪
cAB BBABA بنابراين   ⊃ ccc ==−   به همين ترتيـب    ∩
AAB cc  cA به هـم آميختـه هـستند لـذا           B و A چون. −=
PAB تـساوي . نوع دوم هـستند     به هم آميخته   cBو cc =∂=∂ 

  .واضح است
  

  حدي يكتا-ωجموعه  با م2∞تابع . 3
 Λ.  باشـد  Iمجموعه همه زيرمجموعه هاي فشرده       Λفرض كنيد   

نگاشـت مجموعـه مقـدار      . كنـيم مـي را به متـري هاسـدورف مجهـز         
Λ→If :ωرا بــه صــورت  ),()( fxxf ωω -مــي تعريــف =

  .كنيم
باشد كه تنها يك    Iروي   2∞ يك تابع    f فرض كنيد  .1 .3 قضيه

 يك Ωدر اين صورت    .  دارد Ω حدي نامتناهي مانند     -ωمجموعه  
  .باشدمي 1 از رده بئر fωبعلاوه . مجموعه كانتور است

 نـسبت بـه     Ω سيستم ساده اسميتال بـراي       Ψ فرض كنيد  :اثبات
fاز1-3 قـضيه  7طبـق بنـد   .  باشد )Bruckner & Ceder 1992(، 
Cfx داريم   Κ∈xي هر   برا =),(ω)    براي تعريفΚ و C   بـه 

 حـدي   -ωچـون تنهـا مجموعـه       ). مراجعه شود  11 -1نماد گذاري   
f مجموعه  Ω  باشـد، لـذا     مـيC=Ω .     دهـيم  مـي حـال نـشان
Cاز1 -3با توجه به قضيه . يك مجموعه كانتور است )Bruckner & 

Ceder 1992(، Cچون .  ناتهي و هيچ جا چگال استSC  لـذا  ،=
C   فرض كنيـد    . باشد¬مي بستهCx∈   و J      يـك فاصـله دلخـواه

mJهمچنين فرض كنيد.  باشدxشامل  |α آن بازه اي باشد كه x را 
mk. دربر دارد  JJيريم كه   گمي را آنقدر بزرگ     < k ⊂|α .  فـرض

kJنقطه انتهايي    nxكنيد   |α       باشد بـه طوريكـه xxn از نحـوه    .≠
Cxnشود كـه    مي معلوم   Cساختن    Cدي   نقطـه ح ـ   xلـذا    ،∋

يك مجموعه كـانتور   Cبنابراين.  نقطه تنها نداردCدر نتيجه   . است
يـك  f حـدي نامتنـاهي تـابع      -ωحال چون تنها مجموعـه      . است

 & Bruckner( از8 -3 به قـضيه  لذا با توجه باشد،ميمجموعه كامل 

Ceder 1992 (نگاشت fω است 1 از رده بئر.  
باشد كه تنها يك I روي 2∞ يك تابع   fفرض كنيد . 2 .3 قضيه

 سيستم  Ψفرض كنيد .  دارد Ω حدي نامتناهي مانند   -ωمجموعه  

∪∩ و f نسبت به    Ωساده اسميتال براي    
∞

= Γ∈

=Κ
1

|
k

kJ
α

α  مجموعه 

 ، تهـي باشـد    Kاگـر درون  .  باشـد  11-1معرفي شده در نماد گذاري      
)  مجموعه آنگاه ){ }0,: ℵ<∈= fxcardIxA ω   در I  چگال 
  .است

 حـدي   -ω تنهـا يـك مجموعـه        f چون طبق فرض تـابع     :اثبات  
 .C=Ωقضيه قبـل داريـم      دارد، لذا با توجه به     Ωمانند   نامتناهي

ــاي  ــه هـــــ )مجموعـــــ ){ }0,: ℵ<∈= fxcardIxA ω و 
( ){ }CfxIxB =∈= ,:ω     7طبق بنـد    . گيريم¬مي را در نظر 

داريـم  Κ∈xبراي هر) Bruckner & Ceder 1992( از 1-3از قضيه 
Cfx =),(ω .          با توجه به اين مطلب و همچنين تعريف مجموعـه
B�    چون درون K   مجموعـه    ، تهي اسـت B      داراي نقطـه درونـي 

IBAواضــح اســت كــه . نخواهــد بــود  حــال فــرض كنــيم . ∪⊇
Ix∈ــا مجموعــه  ، در ايــن صــورت  f تحــت x حــدي -ωي

Cfxنامتناهي است كه خواهيم داشـت        =),(ω      و در نتيجـه x 
متنـاهي   f تحـت    x حدي   -ωمتعلق است و يا مجموعه      Bبه  
BAIبنابراين  .  تعلق دارد  A  به xست كه در اين صورت      ا ∪⊆ 

BAI و در نتيجه    داراي اشـتراك تهـي      B و Aهمچنـين   . =∪
چـون  .  يك مجموعه بـاز دلخـواه باشـد        Gحال فرض كنيم    . هستند
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 چگال  I در A و در نتيجه     ∩φ≠GA  تهي است، لذا   Bدرون  
  .است
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