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  چکیده
در بعضـی از فرآینـدهای    ولـی متأسـفانه  . های انفرادی اسـت  برای مشاهده Xفرضی اساسی در طراحی یک نمودار  های استقلال مشاهده
در این مقالـه  . دهندها از خود نوعی خود همبستگی نشان میتقریبی نیز برقرار نیست و داده طورهای مستقل حتی به تولیدی فرض وجود داده

عـلاوه بـر ایـن بـا     . ردگذامی Xنمودار  عمیقی بر ها، تأثیرهمبستگی در داده نشان خواهیم داد که وجود خود AR(1) سازی یک فرآیندبا شبیه
ها برای برآورد انحراف معیار فرآیند با اسـتفاده از  برد متحرک، بهترین آن یمعیار، میانگین برد متحرک و میانهبرآوردگرهای انحراف  یمقایسه

  .شودود همبسته ارائه میهای خهای خود همبسته، معرفی شده و در نهایت دو برآوردگر جدید انحراف معیار فرآیند با استفاده از دادهداده
  

ی ، آمارهUMVUE، نرمال چند متغيره، AR(1)همبستگی، فرآيند های مستقل، خود، دادهXنمودار :های کلیدیواژه
  مينيمالِ کامل، برآوردگر نااريب یبسنده

 

  مقدمه
کنتـرل شـوهارت    یک فرض اساسی در طراحی نمـودار    

به دسـت آمـده از یـک فرآینـد      های این است که مشاهده
باید توجـه داشـت   . آماری مستقل باشند نظرتولید، باید از 

آل است و در عمل به که شرط استقلال، شرطی بسیار ایده
روز افـزون فنـاوری    یزیرا با توسـعه . شوددرت برقرار مین

ــدازه ــران ــزات پیشــرفته گی  یی و ســاخت وســایل و تجهی
هـای اخیـر،   تری در دهـه گیری و حسگرهای کـامپیو  اندازه

های کیفی اکثر محصولات تولیدی توان مشخصهامروزه می
بدین ترتیـب  . کرد یگیرها اندازهبهبود کیفیت آن برایرا 
های متوالی را کاهش داد گیریبین نمونه یتوان فاصلهمی

تجربـه ثابـت    ولی بـه . دکرو محصولات بیشتری را کنترل 
ها کاهش یابـد،  گیریمونهبین ن یشده است که اگر فاصله

دیگر از نظر آماری مستقل نخواهند بـود و از   های مشاهده
در  متأسـفانه . دهنـد همبستگی نشان مـی خود، نوعی خود

های مستقل فرض وجود داده ،بعضی از فرآیندهای تولیدی
بـه عنـوان مثـال،    . برقـرار نیسـت  تقریبی نیز طور حتی به 

هـای  ها مشخصهدر آنتوان به فرآیندهای شیمیایی که  می
هسـتند و   منـد  بهرهمحصول یا فرآیند از همبستگی زیادی 

هـای  شوند و یا بـه روش گیری میبه طور متوالی نیز اندازه
 یهـا هـر مشخصـه   آزمایش و بازرسی خودکـار کـه در آن  

شود، گیری میکیفی محصول در فواصل زمانی معین اندازه
ی نمـودار کنتـرل   ای طراح ـبنابراین فرض پایـه . کرداشاره 

بدین ترتیب با برقرار نبودن ایـن فـرض، بـا    . شودنقض می
 :شویمسؤال اساسی زیر مواجه می

  
آیا استفاده از نمودارهای کنتـرل شـوهارت مرسـوم بـرای     

ــأثیر منفــی روی  هــای مشــاهده ی کــه مســتقل نیســتند، ت
  های ما در مورد فرآیند خواهد گذاشت؟استنباط

 AR(1)سازی یک فرآیند دا با شبیهدر این مقاله، ابت      
، چگونه ها مشاهدهدهیم که وجود همبستگی بین نشان می

داشته باشـد   Xتواند اثر نامطلوبی روی عملکرد نمودار می
. شود که زنـگ خطرهـای اشـتباهی افـزایش یابـد      سببو 

، هـا  مشـاهده  کاهش اثرات سوء همبسـتگی در  برایسپس 
  .نهاد خواهد شدـــپیش ر جدیدـــاستفاده از دو برآوردگ

  

  Xنمودار 
ترل کنبرای های صنعتی، در بسیاری از موقعیت     

نظیر (شود یک استفاده می یای به اندازهفرآیند از نمونه
و یا به عبارت دیگر نمونه ) بسیاری از فرآیندهای شیمیایی
  هایدر چنین مواردی نمونه. فقط شامل یک محصول است
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عین از فرآیند گرفته شده و سپس تکی در فواصل زمانی م 
های تکی یا کنترل فرآیند با استفاده از این نمونه برای

از این . شوداستفاده می X، از نمودار 1انفرادی های مشاهده
نمودار اغلب در فرآیندهای شیمیایی که دما یا غلظت 

شوند و یا صنایعی که از یک گیری میفرآیند اندازه
برند، گیری خودکار بهره میسیستم نظارت و اندازه

ه در صنایعی ک Xعلاوه بر این، نمودار . شوداستفاده می
گیریِ ی اندازهسرعت خط تولید کند بوده و هزینه

. شودست، مفید واقع میا کیفی محصول بالا یمشخصه
محاسبه ) 1( یل این نمودار با استفاده از رابطهحدود کنتر

  .شوندمی
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میانگین  یبه ترتیب نشان دهنده pσو µرابطه این در 
و  و انحراف معیار فرآیند بوده و در عمل مجهول هستند

ی که در زمان تحت های مشاهدهها را با استفاده از باید آن
  .اند، برآورد کردشده کنترل بودن فرآیند تهیه

  

  مدل شوهارت
کیفی در  یی یک مشخصهنشان دهنده tXفرض کنید   

شـود  در کنترل فرآیند آماری اغلب فرض می. باشد tزمان 
 pσو انحـراف معیـار   µتوزیع نرمال با میـانگین  tXکه

توان مـدل زیـر را   می ،ها مستقل باشندtXحال اگر. دارد
 :به کار برد ها مشاهدهبرای 

  

)2(                 ,...2,1=+= tX tt εµ  
 

} رابطهاین در      } ( )2,0~ εσε N
iid

t . اغلباین مدل را 
توجه کنید که در این . نامندفرآیند می 2شوهارت مدل

 :باید داشته باشیممدل 
  

)3(              ( ) ( ) 22
εσεσ === ttp VarXVar  

 

، نیــاز بــه Xحــدود کنتــرل نمــودار  یبــرای محاســبه    
بـدین منظـور فـرض    . داریـم  pσو µبرآوردی از مقادیر

ــی ــیمم nXXXکن ,...,, ــه 21 ــتند از  نمون ــایی هس ه
که بـر   pσو انحراف معیار µنرمال با میانگینای  جامعه

بـا   اغلـب را  µ. انـد گیری مرتب شـده حسب زمانِ نمونه
بـرآورد   Xهـا یعنـی   استفاده از میانگین حسـابی نمونـه  

است کـه   pσاصلی و مهم، برآورد ی مسئلهولی . کنند می
  بسته به . توان آن را برآورد کردهای متعددی میبه روش

استفاده کنیم، حـدود   pσاینکه از چه روشی برای برآورد
هـای  در بخـش . نیز متفاوت خواهند بود Xکنترل نمودار 

ــرآورد  ــرای ب ــا اســتفاده از  pσبعــدی ســه برآوردگــر ب ب
  .شودهای مستقل، معرفی می داده

  

   برآوردگر انحراف معیار
هـای معـروف و پرکـاربرد بـرای بـرآورد      یکی از روش     

انحراف معیار فرآیند، استفاده از انحراف معیار نمونه است 
  :شود این ترتیب تعریف میکه به 
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یک . نیست pσیک برآوردگر نااریب برای Sدانیم که می
بر اساس انحراف معیار نمونه،  pσبرآوردگر نااریب برای

  :شود این شکل تعریف میاست که به  1σ̂برآوردگر
)5(                                            

c
S

=1σ̂  
عددی است    c. و به برآوردگر انحراف معیار معروف است
این ترتیب تعریف که بستگی به تعداد نمونه دارد و به 

  :شود می
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های متفاوت را تعداد نمونهای به از cمقادیر مختلف 
تابعی از  1σ̂از آنجا که . یافت] 1[توان در مرجع  می

و نااریب نیز بوده  2Sمینیمال کاملِ یی بسندهآماره
برآوردگر  یک] 2[ 3شفه -لهمن یبه قضیه ، بناهست

 pσبرای 4نااریب با کمترین واریانس به طور یکنواخت
  .خواهد بود

  

  برآوردگر میانگین برد متحرک
، ]4[ 6، نلسـون ]3[ 5بسیاری از نویسندگان مثـل دانکـن    

اسـتفاده از برآوردگـر   ] 5[ 7وادوورس، استفنس و گـادفری 
انحـراف معیـار فرآینـد پیشـنهاد      دیگری را بـرای بـرآورد  

معـروف   8میانگین برد متحرککنند که به برآوردگـر   می
  :این ترتیب استاست و به 
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شود، به نامیده می 9برد متحرککه  iMR رابطهاین در 
 :شود میتعریف این شکل 

  

)8(            niXXMR iii ,...,21 =−= −
  

 

2σ̂ نیز برآوردگری نااریب برایpσ  تجربه ]. 3[است
نشان داده است که استفاده از این برآوردگر، هم در کنترل 
کیفیت یک متغیره و هم در کنترل کیفیت چند متغیره، 

شایان ذکر است که در اکثر . بسیار مفید خواهد بود
ها و مقالات مربوط به کنترل کیفیت آماری از این  کتاب

  .شوداستفاده می Xیک نمودار  برآوردگر برای طراحی
  

  برد متحرک یبرآوردگر میانه
برآوردگــر نااریــب دیگــری را معرفــی ] 6[ 10کلیفــورد      

 ـiMRکرده است که به جای میانگین iMRیهها از میان
  :است صورتاین کند و به ها استفاده می

)9(                                          M~047.1ˆ 3 =σ  
. ها استiMRیهمیان ینشان دهنده ~Mهرابطاین در 

برد متحرک معروف  یاین برآوردگر به برآوردگر میانه
  .است

  

  AR(1)مدل 
ی فرآیندهای تولید تحت تـأثیر عناصـر و نیروهـا    یهمه  

ها نسبت به بین نمونه یخاص خود قرار دارند و اگر فاصله
ی کـه در  هـای  مشـاهده گاه بین  آن ،این نیروها کاهش یابد

، همبسـتگی  شـوند  میطول زمان از فرآیند مورد نظر تهیه 
به طور کلی اگر بـه هـر دلیلـی بـین     . وجود خواهد داشت

همبستگی وجود داشته باشـد، مـدل شـوهارت     ها مشاهده
در مدل شوهارت فـرض  . اعتبار خود را از دست خواهد داد

}شـود کـه   می } ( )2,0~ pt IIDX σµ−   یعنـی سـری ،
}زمانی }µ−tX ای از متغیرهای تصادفی مسـتقل  دنباله

2توزیع با میانگین صفر و واریانس هم و
pσ در کنترل. است 

و  داشـته کیفیت آماری، اغلب فرآیندهایی که همبسـتگی  
 AR(1)شـویم، یـک فرآینـد    ها مواجه مـی در عمل با آن

در اکثر کاربردها مفید خواهـد  ) 10(بنابراین مدل . هستند
 .بود

  

)10(                              { } ( )1~ ARX t µ−  
 

  :داشتیا به عبارت دیگر خواهیم     

)11(                   ( ) ttt XX εµφµ +−=− −1  
  شود وضریب اتورگرسیو نامیده می φ رابطهاین در     

1<φ . همچنین{ } ( )2,0~ εσε N
iid

t . توجه کنید که به
میانگین، . شودهمان مدل شوهارت نتیجه می φ=0ازای

همبستگی فرآیند  تابع اتوکوواریانس و تابع خود واریانس،
 ]:7[عبارتند از 
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   Xتأثیر خود همبستگی بر نمودار 
ولـی   ،پیـروی کنـد  ) 10(فرض کنید فرآیندی از مدل      

هنگام طراحی یک نمودار کنترل از وجود همبستگی بـین  
در ایـن  . اطـلاع باشـیم و یـا نادیـده بگیـریم     بی ها مشاهده

صورت، به اشتباه نمودار کنترلی به کـار خـواهیم بـرد کـه     
را  Xاگـر نمـودار   . مستقل مناسب است های مشاهدهبرای 

pσµبه کار بریم حدود کنترل بـه صـورت   محاسـبه   3±
  . خواهند شد

بـرای    Xبرای نشان دادن تأثیر به کـارگیری نمـودار        
. ایـم سازی اسـتفاده کـرده  همبسته، از  شبیه های مشاهده

 بـا  AR(1)مشاهده از یک فرآینـد   100برای این منظور 
میـــــانگین صـــــفر، بـــــه ازای مقـــــادیر مختلـــــف 

9.0,6.0,3.0,0,3.0,6.0,9.0 −−−=φ  تولید شـده و ،
2سازیدر این شبیه. مرتبه تکرار شد 10000این عمل 

εσ 
  سـازی در  نتـایج ایـن شـبیه   . برابر یک فـرض شـده اسـت   

  .ارائه شده است )1(جدول 
شـده  درج  φمقادیر مختلف )1(در ستون اول جدول      
انحراف معیـار فرآینـد    یستون دوم نیز نشان دهنده. است

)pσ (یهاســت کــه از رابطــ
21

1
φ−

بــه ازای مقــادیر  

در سـتون سـوم، انحـراف    . به دست آمده اسـت  φمختلف
اسـتفاده از برآوردگـر   سـازی شـده بـا    معیار فرآیند شـبیه 

. آورد شده اسـت بر φانحراف معیار به ازای مقادیر مختلف
این مقادیر تفاوت آشکاری با مقادیر دقیـق انحـراف معیـار    

عملکردی  pσدر برآورد 1σ̂فرآیند ندارند، به عبارت دیگر
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. یسـت اتفـاقی ن  موضـوع ایـن  . تموفق داشته اس به نسبت
  .زیر توجه کنید یبرای روشن شدن موضوع به قضیه

nXXXفرض کنیـد : 1ی قضیه ,...,, هـایی از  نمونـه  21
2و واریـانس  µیک فرآیند تصادفی با میانگین

pσ   و تـابع
)اتوکوواریانس )⋅Xγ در این صورت داریم. باشند: 
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 :در نتیجه داریم

( ) ( )k
n
k

n
SE X

n

k
p γσ ∑

=






 −

−
−=

1

22 1
1

2  
 

 .نتایج را گرفتاین توان می 1 یاز قضیه
nXXXاگر : 1ی نتیجه ,...,, مسـتقل   یهـای  مشاهده 21
)، kگاه به ازای هر آن  ،باشند ) 0=kXγ 2در نتیجهS 

 .واریانس فرآیند خواهد بودبرآوردگری نااریب برای 
  

)اگر تابع  :2ی نتیجه )⋅Xγ  باشـد   را داشـته  این خاصـیت
بـه   2Sبه سرعت کاهش یابـد، ) k( 11تأخیربا افزایش  که

 .طور مجانبی نااریب برای واریانس فرآیند خواهد بود
  

)اگــر ســری  :3ی نتیجــه )∑
∞

=1k
X kγ ،2همگــرا باشــدS 

2نااریب مجانبی برای
pσ خواهد بود.  

)توجه داشته باشید که تـابع        )⋅Xγ   فرآینـدAR(1) 
ــایج  ــر . کنــدصــدق مــی 3و  2در شــرایط نت ــابراین اگ بن

{ } ( )1~ ARX t µ−  ــاهآن ــب  2Sگ ــری نااری برآوردگ
2مجانبی برای

pσ 1به همین دلیل. خواهد بودσ̂ در برآورد
pσ  موفق داشته استبه نسبت عملکردی.  
انحراف  یمقادیر برآورد شده) 1(ستون چهارم جدول       

 ــ ــا اســتفاده از برآوردگــر میــانگین ب رد معیــار فرآینــد را ب
ایـن سـتون و سـتون     یبا مقایسه. دهدمتحرک، نشان می

موفـق   pσدر برآورد 2σ̂یابیم کهمی، در )1(دوم جدول 
 12بیش بـرآورد  pσهای منفی،φزیرا به ازای. نبوده است

یـن  ا. 13، زیـر بـرآورد  هـای مثبـت  φشده است و بـه ازای 
تـوان بـه   مـی  2 یاتفاقی نیست و به کمک قضـیه  موضوع

  .درستی این موضوع اطمینان حاصل کرد
 

}فرض کنید :2ی قضیه }tX تصادفی با میانگین فرآیندی
µ و تابع اتوکوواریانس( )⋅Xγ اگر. باشد: 
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( ) ( )11ˆ 2 XpE ρσσ −=.  
 .AR(1) سازی فرآيندنتايج شبيه   :۱جدول

  3σ̂  2σ̂ 1σ̂ pσ  φ  
2.989129 4.023418 2.260499 2.294157 -0.9 
1.457981 2.013725 1.251751 1.25 -0.6 
1.096396 1.522056 1.050467 1.048285 -0.3 
0.91731 1.274876 1.000753 1 0 
0.801959 1.116973 1.044383 1.048285 0.3 
0.722342 1.005788 1.22882 1.25 0.6 
0.663253 0.923472 2.060237 2.294157 0.9 
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دانیم که اگرمی :اثبات
~
a 1برداری×p  و از مقادیر ثابـت

~
Y 1بـــرداری×p   ــد و از متغیرهـــای تصـــادفی باشـ
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دهیمقرار می. ]8[
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Y  در نتیجه

  :خواهیم داشت
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  :و واضح است که
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)دانیم که اگر از طرفی می )1,0~ NZ گاه آن:  
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  :در نتیجه داریم
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)داریــم) 15( یبــا اســتفاده از رابطــه        ) φρ =1X 
)بنابراین  ) φσσ −= 1ˆ 2 pE . 0اگـر<φ  1گـاه  آن>

φ−1  در نتیجهpσ>( )2σ̂E .    بـه عبـارت دیگـر در
برآوردگر میانگین بـرد متحـرک، انحـراف     φ>0حالتی که

        گـاه  آن φ<0کنـد و اگـر  معیار فرآیند را بیش برآورد می
1<φ−1 در نتیجهpσ<( )2σ̂E .به عبارت دیگر در 

برآوردگر میانگین بـرد متحـرک، انحـراف     φ<0حالتی که
  .کندمعیار فرآیند را زیر برآورد می

انحـراف   یشـده مقـادیر بـرآورد   ) 1(ستون پنجم جدول   
برد متحرک  یرا با استفاده از برآوردگر میانه معیار فرآیند

شبیه سـتون  تا حدودی وضعیت این ستون . دهدنشان می
های منفـی بـیش   φبه ازای pσیعنی اینکه. است چهارم

  .مثبت زیر برآوردهای φبرآورد شده است و به ازای
  

  3σ̂و  1σ̂ ،2σ̂برآوردگرهای  یمقایسه
 1σ̂همان طور که در بخش قبل اشاره شد، برآوردگر       

ولی . موفق داشته است به نسبتعملکردی  pσدر برآورد
2σ̂  3وσ̂ استفاده از روش میـانگین بـرد   . چنین نیستند

برآورد انحراف معیار فرآیند، کـاربرد بسـیار    برای متحرک 
ولـی وقتـی کـه    . ای در کنترل کیفیت آماری داردگسترده
، ایـن روش  همبستگی وجود داشـته باشـد  ها خودهبین داد

 ،زیـرا همـان طـور کـه نشـان داده شـد       بسیار ناکارا است،
حدود کنترل بـه   pσ، به دلیل زیر برآورد شدنφ<0اگر

و در نتیجه تمایـل نمـودار    شوند مییکدیگر خیلی نزدیک 
. یابدکنترل برای ایجاد زنگ خطرهای اشتباهی افزایش می

است، به دلیل بیش بـرآورد شـدن   φ>0در حالتی هم که
pσ ، شـوند و در نتیجـه   حدود کنترل از همدیگر دور مـی

بـردن بـه وجـود     حساسیت نمودار کنترل نسـبت بـه پـی   
 یـاد این نکته را بایـد بـه   . یابدبا دلیل کاهش می ها انحراف

  .شویممواجه می φ<0داشت که در اکثر کاربردها با حالت
کاهش اثـرات سـوء همبسـتگی در     برایدر بخش بعد      

  .، دو برآوردگر جدید پیشنهاد خواهد شدها مشاهده
  

  دو برآوردگر جدید
  :ثابت کردیم که 1 یدر قضیه    
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  :یا به عبارت دیگر
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  :کنیمتعریف می
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  :در نتیجه خواهیم داشت
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pσ بنابراین یک . است
  :به صورت pσبرآوردگر جدید برای برآورد
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مزیت این برآوردگر نسـبت بـه برآوردگـر   . کنیمتعریف می
1σ̂ 1این است که بر خلافσ̂، هـا  در داده همبسـتگی خود

  .در نظر گرفته شده است
  :واضح است که) 23( یرابطهبنا به 
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را به  pσبنابراین یک برآوردگر نااریب جدید برای برآورد 
  :کنیم این ترتیب تعریف می
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این است که  2σ̂مزیت این برآوردگر نسبت به برآوردگر
ها در نظر گرفته در داده همبستگیخود ،2σ̂بر خلاف

توجه داشته باشید که برای استفاده از . شده است
نیاز به مقادیر تابع  5σ̂و  4σ̂برآوردگرهای 

)(همبستگی خود )⋅Xρ (مقادیر تابع . داریم( )⋅Xρ  در
ها ها را با استفاده از دادهعمل مجهول است و باید آن

همبستگی توان از تابع خودی برآورد آن میبرا. برآورد کرد
  ].7[، استفاده کرد شکل استاین ای که به نمونه
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  گیرینتیجه
نشان دادیم که وجود همبستگی بین  8در بخش       

هریس . دارد X، اثر نامطلوبی بر عملکرد نمودار ها مشاهده
همبستگی  بر عملکرد نیز تأثیر خود] 9[14و راس

دریافتند که  هاآن. اندنمودارهای کنترل را بررسی کرده
همبستگی، تأثیر زیادی بر توانایی نمودارهای کنترل خود

 ولی. فرآیند، ندارد نــبرای کشف تغییری در سطح میانگی

همبستگی حتی به مقدار کم، عملکرد نمودار وجود خود 
ها نیز آن. دهددر حالت تحت کنترل را تحت تأثیر قرار می

حالت تحت  اشتباهی در افزایش قابل توجه زنگ خطرهای
وجود تعداد زیادی  بنابراین. کردندکنترل را گزارش 

تواند می Xخارج از حدود سه سیگمای نمودار  یمشاهده
به عبارت . ها را تأیید کندهمبستگی در دادهوجود خود

خارج از کنترل  های مشاهدهاگر با  ،شوددیگر توصیه می
را  ها مشاهدهاستقلال  به طور حتمزیادی مواجه شدیم، 

چندین روش ] 7[در انتهای فصل اول مرجع . آزمون کنیم
  .ها ارائه شده استبرای آزمون مستقل بودن داده

به طور کلی استفاده از نمودارهـای کنتـرل شـوهارت    
همبسته، دو پیامد منفی بـه  های خود مشاهدهمرسوم برای 

  :دنبال خواهد داشت
  

 تی؛ یعنـی تعـداد دفعـا   زنگ خطرهای اشتباهیافزایش  -1
مرغـوب  محصولات نـا  محصولات مرغوب به اشتباه جزو که

و این خـود  شود، افزایش خواهد یافت به حساب آورده می
هـای  سـازنده متحمـل هزینـه    یشود که کارخانهسبب می

  .اضافی و سنگینی شود
ــف     -2 ــه کش ــبت ب ــرل نس ــودار کنت ــایی نم ــاهش توان ک

یعنـی محصـولاتی نـامرغوب     های خارج از کنترل؛ مشاهده
ی نمودار کنترل قادر به شناسایی همهولی  ،شوندتولید می

از محصــولات در نتیجــه برخــی  ایــن محصــولات نیســت؛
مرغوب به حساب آورده محصولات  نامرغوب به اشتباه جزو

تری و از بین رفـتن  نارضایتی مش سببشود و این خود می
  .سازنده خواهد شد یاعتبار کارخانه

 

 ها مشاهدهکاهش اثرات سوء همبستگی بین  برای   
و یا  5σ̂و 4σ̂شود که از دو برآوردگر جدید پیشنهاد می

های آماری و بررسی ویژگی. استفاده شود 1σ̂برآوردگر
 یایده. ردگرها، نیاز به تحقیق دارداین برآو یمقایسه

، 5σ̂و 4σ̂اصلی برای به دست آوردن برآوردگرهای جدید
مشابهی  یرسد قضیهبودند؛ ولی به نظر می 2 و 1قضایای 

  .وجود ندارد و نیاز به تحقیق دارد 3σ̂در مورد برآوردگر 
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