
  
  دانشكده مديريت دانشگاه تهران    مديريت صنعتي

  5، شماره 2دوره 
  1389پاييز و زمستان 

 102تا  83 صص

  گيرنده بندي واحدهاي تصميم براي رتبه AHP / DEA اي بر روشتوسعه
  2ثاني رفيعي محمدرضا 1محمدرضا عليرضايي،

گيرنـده، از كارهـايي اسـت كـه در      بندي واحـدهاي تصـميم   براي رتبه AHP/DEAروش :چكيده
 (AHP) مراتبـي  ينـد تحليـل سلسـله   آفر و (DEA) ها ي تحليل پوششي داده ي تركيب دو مقوله زمينه

اسـت كـه توانسـته بـا      AHPو DEAي تركيـب  اي جديـد در زمينـه   اين روش ايده. انجام شده است
بـا ايـن   . بپـردازد  (DMU) گيرنـده  بنـدي واحـدهاي تصـميم    به رتبه AHPو DEAتركيب نقاط قوت

گيرنـده در يـك    دو واحـد تصـميم   ي دراين روش مشكلاتي از جمله منطقي نبـودن مقايسـه   ،وجود
چنـد   -ورودي  در حالـت چنـد   DEAبنـدي  بندي كامل و عدم مطابقت با رتبه رتبه ، عدم DEAمدل

كـه مشـكلات    يطور بهرا توسعه مي دهيم  AHP/DEAروش در اين مقاله، . شود خروجي ديده مي
دير در تعيـين مقـا  اي،  مرحلـه اول ايـن روش دو مرحلـه    دردر واقـع مـا   . شـود برطـرف   گفته شـده، 

هاي كارايي واحدها ميزان تأثير هر واحد بر ديگر واحـدها   بر نسبت علاوهماتريس مقايسات زوجي 
، شـده  ارايهروش  ،دهيم نشان مي. بندي داشته باشيم مسئله رتبه هتري ب ايم تا نگاه جامعنيز سنجيدهرا 

 -بنـدي كـارا   بارتبـه  ،دهـد  مي ارايه را گيرنده بندي منطقي از واحدهاي تصميم ضمن اينكه يك رتبه
 انـد تـا بـه كمـك     هاي عددي نيز، در مقاله آورده شـده  مثال. نيز مطابقت كامل دارد DEAناكاراي 
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 مقدمه  
 AHP و DEA گيــري،  هــاي مــديريت و تصــميم دو ابــزار قــوي و شــناخته شــده در عرصــه

 طور كاملاً هر چند اين دو مفهوم به. اند هاي مختلف پيدا كرده كاربردهاي فراواني در عرصه
دو  دهنـد كـه ايـن    هاي اخير نشان ميها در سالاما پژوهش ؛اند مستقل از يكديگر رشد يافته

سـان، نقـاط ضـعف     توانند در كاربردهاي واقعي با يكديگر تركيب شـده و بـدين   مقوله، مي
 .]13][12[ يكديگر را پوشانده و از نقاط قوت يكديگر بهره جويند

DEA وAHP هاي كاربردي بلكه در مفاهيم تئـوري و سـاختاري نيـز بـا      نه تنها در زمينه
بندي است كه در  ي رتبه ي از اين مفاهيم مسئلهيك. ]11][10][5][4[ انديكديگر تركيب شده

بنـدي بـر اسـاس اظهارنظرهـاي      رتبـه  AHPدر . كنـد  سـزايي ايفـا مـي    ، نقش بـه روشهر دو 
بنـدي   ، رتبـه DEAشود و در  بين چند آلترناتيو با معيارهاي مختلف انجام مي گيرنده تصميم

در  با اين وجود. گيرد ميگيرنده با چند ورودي و چند خروجي انجام  بين واحدهاي تصميم
DEAهـاي كلاسـيك   و مـدل  پذيرد ناكارا صورت مي -ندي به دو دسته كارا ب ، رتبهDEA 

هـا ومقـالات    رو پـژوهش بندي كامل از واحدهاي كارا نيسـتند، ازيـن   يك رتبه ارايهقادر به 
 هـا DMUبنـدي كامـل و منطقـي از تمـامي      شده است تا يك رتبه ارايهزيادي در اين زمينه 

   .دهند ارايه
روش ، AHPو DEAتركيـب نقـاط قـوت    بـا  م .2000در سـال  ]9[سينواني و همكـاران  

دادند كه با  ارايه DEA گيرنده درواحدهاي تصميمبندي را براي رتبه AHP/DEA تركيبي
آيـد مشـكلات زيـر در آن ديـده     حساب مي به بندي براي رتبهجديد  يوجود اينكه رويكرد

 :شود مي

  :چند خروجيـ در حالت چند ورودي  DEAناكاراي  -بندي كارا ق با رتبهعدم انطبا -1
 2مثال ( 1در حالت كلي مطابقت كامل وجود ندارد AHP/DEAو  DEAبندي  بين رتبه

تـري از يـك واحـد ناكـارا      نييدر مكان پا DEAو ممكن است يك واحد كاراي  )را ببينيد
كه يك واحد، توسـط مـدل    زيرا زماني ؛آيد يك ضعف به حساب مي لهئمساين . قرار گيرد

DEA شود به اين معنـي اسـت كـه ايـن واحـد توانسـته بـا حـداقل ورودي،          كارا شناخته مي
                                                 

انطبـاق لازم   AHP/DEAو  DEAبنـدي   مثالي نشان داده شود كه در آن بين رتبه ،ستا براي اثبات اين ادعا كافي .1
  .برقرار نباشد
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قـراردادن ايـن واحـد در     ؛بنـابراين، حداكثر خروجي را نسبت به ديگر واحدها توليـد كنـد   

   ي يك تر از رتبه ينياي پا رتبه
 .يي، غير منطقي استواحد ناكارا، بدون در نظر گرفتن اين توانا

قدرت جداكنندگي ضعيف بين واحدهاي كارا در حالتي كه تعداد واحـدها در مقايسـه    -2
  .خروجي ها كم است -با تعداد ورودي

هـاي   گيـرد كـه مـدل    از آنجـا شـكل مـي    بنـدي،  در رتبـه  DEAضـعف   ياساس ـطـور   به
 دلايلي كه اين قادر به تفكيك واحدهاي كارا از يكديگر نيستند و يكي از DEAك يكلاس

هـا و   هـا نسـبت بـه تعـداد ورودي    DMUتـر بـودن تعـداد     كوچـك  ؛شـود  امر را موجب مـي 
تنها رفع نشده بلكه بسيار شديدتر مورد  نه AHP/DEAدر روش  لهئمساين . ها است خروجي

ايـن امـر باعـث    . )اسـت DMU ها در هر مـدل تنهـا دو  DMUتعداد ( توجه قرار گرفته است
اكثـر مقـادير    بنـابراين  ؛)چنـدخروجي  –در حالـت چنـدورودي  (ها  ييشود كه اكثر كارا مي

  .پذيري روش ضعيف شود قدرت تفكيك ماتريس مقايسات زوجي يك شده و
، در حالـت چنـد   DEAبا يك مـدل   گيرنده واحد تصميم دو ي غير منطقي بودن مقايسه -3

  چند خروجيـ  ورودي
مستلزم رعايـت نكـاتي اسـت     DEA هاي ، استفاده از مدلDEAاي بر اساس مفاهيم پايه

هــا و  هــا نســبت بــه تعــداد ورودي   DMUهــا متناســب بــودن تعــداد     آن  كــه از جملــه 
 DEAهر چند نظرات متفاوتي در خصـوص چگـونگي ايـن تناسـب در     . ]3[هاست خروجي

سـت كـه تعـداد    ا مطرح شده است امـا آنچـه در تمـامي ايـن نظـرات مشـترك اسـت، ايـن        
ايـن اصـل    ها و خروجي ها نبايستي كمتر باشـد و تعداد وروديگيرنده از واحدهاي تصميم

  .رعايت نشده است  AHP/DEA روش در
را  AHP/DEAي را توسعه داده و روش بهبوديافتـه  AHP/DEAروش در اين مقاله، ما 

نشـان   هـا  آن بـا كمـك قضـايا و نتـايج حاصـل از      ودهـيم   مـي  ارايهبندي واحدها  براي رتبه
را  گفتـه شـده  ضمن داشتن يك روند منطقي، مشكلات روش هادي روش پيشن كهدهيم  مي

، مـا مقـادير مـاتريس مقايسـات     پيشـنهادي در واقـع در روش  . دهـد تا حد امكان پوشش مي
در نظر و ميزان تأثيرگذاري هر واحد بر ديگر واحدها هاي كارايي زوجي را بر اساس نسبت

را هـايي   مثـال در ادامـه  . دي داشـته باشـيم  تري نسبت به مسئله رتبه بن ـتا نگاه جامعگيريم  مي
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مطرح شده در مقاله را  مسايلتري از  درك شهوديضمن تشريح روش،  ايم كه هكردتنظيم 
  .شوندموجب مي

بندي  بخش دوم، مفهوم رتبه در .اندتنظيم شده هاي بعدي اين مقاله به اين صورت خشب
بنــدي  بـراي رتبـه   AHP/DEAدر بخــش سـوم، روش  . كنـيم  را بيـان مـي   AHPو  DEAدر 

 AHP/DEA بهبـود يافتـه  در بخـش چهـارم، روش   . ايـم  نـده را آورده گير واحدهاي تصميم
انـد   هاي عددي آورده شده پنجم، مثال در بخش. هيمد مي ارايهها را  DMUبندي  براي رتبه

  .خواهيم داد ارايهگيري از بحث را  و در بخش پاياني، يك نتيجه
شـده توسـط سـينواني و     ارايـه روش  "AHP/DEAروش "از در سرتاسر مقالـه منظـور   

روش پيشــنهادي مــا در  " AHP/DEAروش بهبوديافتــه "اســت و منظــور از  ]9[ همكــاران
  .است AHP/DEAتوسعه روش 

   AHPو  DEAبندي در  رتبه 

 DEA   
DEA گيرنـده   اي از واحدهاي تصـميم  عه يك روش ناپارامتري براي يافتن تابع توليد مجمو
يك روش ناپارامتري است كـه هـيچ فرضـي را در خصـوص      DEAديگر،  عبارت به. است

گيرنده روبرو هستيم كـه هـر    واحد تصميم nبا  ، عموماDEAًدر . شكل تابع توليد نياز ندارد
)ورودي  mيك  , ,..., )ix i m=1 )خروجي  sرا براي توليد 2 , ,..., )ry r s=1 استفاده  2
هـا بـه   ي خروجـي  ام، بـا نسـبت وزنـدار شـده     k، انـدازه كـارايي واحـد    DEAدر . كننـد مي

khها يعني با ورودي
s

r rkr
m

i iki

u y

v x
=

=

= ∑
∑

1

1

هاي خروجي ها وزن ruشود كه در آن  حاصل مي 

كــه  شــوند اي اختيــار مــي  هــا بــه گونــه   هــاي ورودي اســت و ايــن وزن   هــا وزن ivو
( , ,..., )jh j n≤ ≤ =0 1 1 اگر . دست آورد بيشترين مقدار شدني خود را به khباشد و  2

kh khشود و اگر  ام كارا تلقي ميk ، آنگاه واحد1= . ام ناكارا اسـت  k، آنگاه واحد 1>
اسـت كـه آن را    DEA به فرد ها، يك ويژگي منحصرص وزنبا وجود اينكه اينگونه تخصي

كنـد، بـا    متمايز مي گيري چند معياره هاي تصميم دهي مانند تكنيك هاي وزن روشاز ديگر 
، همواره با تعـداد زيـادي واحـد كـارا     DEAهاي كلاسيك  شود در مدل اين حال باعث مي
  .بندي بين واحدهاي كارا صورت نپذيرد مواجه باشيم و رتبه
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 AHP   

AHP براسـاس ترجيحـات    معياره اسـت كـه    گيري چند يك تكنيك تصميمDM  از ميـان ،
. كنـد  بهترين آلترناتيو را انتخاب مـي  ،كه معيارهاي متفاوتي دارندها  اي از آلترناتيو عه مجمو

با هدف كارا شدن بلكه  دهي نه بر اساس يك مدل رياضي و ، وزنAHPعبارت بهتر، در  به
 عمومـاً  هـا اسـت و بنـابراين    هـا وآلترنـاتيو   او بـين معيـار   ترجيحاتو  DMيلاتبر اساس تما

را  هـا  آن بندي كامـل از  يابد يك رتبه ها اختصاص مي هايي كه دراين روش به آلترناتيو وزن
  .دهد مي ارايه

  :]7[ شامل مراحل زير است AHPگيري در  تصميم لهئمسدر حالت كلي حل 
 مراتبي ندمعياره به يك سلسلهگيري چ تصميم لهئمستبديل يك  - 1

در بـالاترين   لهئمس ـمراتبي، هدف كلي  گيري به يك سلسله تصميم لهئمسدر تبديل يك 
قـرار خواهنـد گرفـت    ) زيرمعيارهـا (بعد معيارهـا  ) سطوح(در سطح  است، سطح قرار گرفته

  .هاي تصميم تشكيل خواهند داد مراتبي را گزينه وآخرين سطح سلسله
 يسات زوجيتشكيل ماتريس مقا - 2

هـا در هـر   يندي را براي تنظـيم اولويـت  آ، به كمك مقايسات زوجي، فر(AHP)روش  
انجـام   9تـا 1هاي كندكه اين مقايسات زوجي توسط مقياسمراتبي، فراهم مي سطح از سلسله

  .شوند مي
 هاي محلي معيارها وزن تعيين - 3

mCCCفــرض كنيــد ,...,, 21،m گيــري وتصــميم معيــار),...,,( mwwwW بــردار وزن  =21
ــرط  AHPحاصــل از روش  ــدكه در ش ــاي باش ∑=1ه

j
jwوmjwj ,...,,210 صــدق  ≤=

ــي ــد م ــين  . كن ــات زوجــي ب ــا پرســش از تصــميم   معيارتصــميم mمقايس ــري، ب ــده گي   گيرن
(Decision Maker) صورت كه از نظر  بدين ؛پذيرد كارشناس صورت مي ياDM  با توجـه ،

به آن ) 9 تا 1بين(گيري كدام معيار اهميت بيشتري دارد و چه مقياسي  ف كلي تصميمبه هد
mت ماتريس مقايسات زوجي سؤالاپاسخ اين . يابد اختصاص مي m×   اي ماننـد مـاتريس

A دهد را تشكيل مي.  
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  .بود خواهد
هاي مختلفـي  ، روشAاز ماتريس مقايسات زوجي W آوردن بردار وزني دست بهبراي 

هـا از مـاتريس مقايسـات     آوردن وزن تدس ـ بـه هاي  ترين روش يكي از مهم .شده است ارايه
مـاتريس   Aاگـر  بـدين صـورت كـه     ؛اسـت  (Eigen Vector) زوجـي، روش بـردار ويـژه   

WAWتوانـد از حـل معادلـه    ميWمقايسات زوجي باشد آنگاه بردار وزن maxλ=  حاصـل
 .است Aژه ماتريس ترين مقدار وي بزرگmaxλدر آن كهشود 

  ها ها با توجه به اين اولويت بندي گزينه تعيين اولويت كلي براي هر گزينه و رتبه - 4
يندي مشابه معيارهاي تصميم، در هر معيار با يكـديگر مقايسـه   آهاي تصميم در فر گزينه

 دسـت  بـه پـس از  . شـود  هاي محلي مربوط به هر مـاتريس حاصـل مـي    شوند و بردار وزن مي
  هـاي كلـي هـر گزينـه بـه كمـك روش زيـر موسـوم بـه روش          اي محلي، وزنه آمدن وزن

(Simple Additive Weighting) شود حاصل مي:  

  ∑
=

==
m

j
jijA niwwW

i
1

21 ,...,,,   
),,...,(كــه در آن  mjwj ــار،   وزن =21 ),,...,(هــاي محلــي هــر معي niwij هــاي  وزن =21

),,...,(ام و jمحلي هر گزينه نسبت به معيار niW
iA   .هاي كلي هر گزينه است وزن =21

  گيرنده  بندي واحدهاي تصميم رتبهبراي  AHP/DEAروش  
گيرنـده   هـاي تصـميم   بنـدي واحـد   اي زير، بـه رتبـه   يند دو مرحلهآسينواني و همكاران در فر

  .اند پرداخته
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   DEAزوجي به كمك  مقايساتتشكيل ماتريس : مرحله اول

)ورودي  mداريـم كـه هـر يـك     واحد تحت بررسي  nفرض كنيد  , ,..., )ix i m=1  sو 2
)خروجي  , ,..., )ry r s=1 ابتـدا   Bو  Aدر اين مرحله، بـراي هـر دوجفـت واحـد      .دارند2

  .كنندرا اجرا مي DEAاز ) 1(مدل 

max

.

-

, , ,..., , , , ,...,

s

AA r rA
r

m

i iA
i
s

r rA
r

s m

r rB i iB
r i

r i

E u y

s t v x

u y

u y v x

u r s v i m

=

=

=

= =

=

=

≤

≤

≥ = ≥ =

∑

∑

∑

∑ ∑

1

1

1

1 1

1

1

0

0 1 2 0 1 2

  

A،) 1(مدل در AE  كارايي واحدA ي كـارايي واحـد    پـس از محاسـبه   .ام استA  وB ،
         .شود محاسبه مي )2(ي از رابطه Bمقدار تقاطعي واحد 

  

هـاي اختصـاص   كه وزن در حالتي .است )1(مدل آمده از  دست بههاي  ها، وزنivوruكه
  .شودمحاسبه مياز مدل زير  ε≥iv( BAEو  ε≥ru( شندبا εتر از داده شده بزرگ

  

max

.

-

, , , ..., , , , , ...,

s

BA r rB
r

m

i iB
i

s

r rB
r

s m

r rA A A i iA
r i

r i

E u y

s t v x

u y

u y E v x

u r s v i mε ε

=

=

=

= =

=

=

≤

≤

≥ = ≥ =

∑

∑

∑

∑ ∑

1

1

1

1 1

1

1

0

1 2 1 2

  

)1( 

)3( 

s

r rB
r

BA m

i iB
i

u y
E

v x

=

=

=
∑

∑
1

1

)2( 
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راي ي ايـن مقـادير، ب ـ   بعد از محاسبه. را محاسبه نمود ABEو BBEتوان مشابه مي طور به
   .شود بصورت زير محاسبه مي مقايسات زوجي درماتريسija، مقدارjو iهر جفت واحد 

( , ,..., )ii ij
ij ii

jj ji

E E
a and a i n

E E
+

= = =
+

1 1 2  

  AHPهاي واحدها توسط  محاسبه وزن: مرحله دوم
توضـيح داده شـده    3مرحلـه  (، AHP اي ازيند يك مرحلهآيك فر در اين مرحله به كمك

هـاي  ، بردار وزناولآمده در مرحله  دست بهبراي ماتريس مقايسات زوجي  )2-2در بخش 
بنـدي   گيرنـده را رتبـه   هـا، واحـدهاي تصـميم    مربوطه را محاسبه كـرده و براسـاس ايـن وزن   

  .كنند مي

   گيرنده بندي واحدهاي تصميم براي رتبه AHP/DEAبهبود يافته روش  
شده توسط سينواني و همكـاران   ارايه AHP/DEAروش  شدطور كه در مقدمه اشاره  همان

  .كند ميغير قابل اطمينان را  داراي مشكلاتي است كه رتبه بندي ناشي از آن) 3بخش(
ــا  ــش، روش  م ــن بخ ــه در اي ــود يافت ــه  AHP/DEA بهب ــراي رتب ــدهاي   را ب ــدي واح بن
ي يـك   ارايـه ، ضـمن  ش پيشـنهادي دهـيم كـه رو   دهـيم و نشـان مـي    مي ارايهگيرنده  تصميم
  .نيز مطابقت كامل دارد DEAبندي  ندي منطقي بين واحدها، بارتبهب رتبه

)ورودي  mواحد تحت بررسي داريم كـه هـر يـك     nفرض كنيد  , ,..., )ix i m=1 2 
)خروجي  sو , ,..., )ry r s=1  CCRموسوم بـه مـدل    زير، DEAابتدا توسط مدل . دارند2

  :كنيم ا را محاسبه ميكارايي هر يك از واحده با ماهيت ورودي،

   

min

. , ,...,

, ,...,

, , ,...,

o

n

j ij o io
j

n

j rj ro
j

j

s t x x i m

y y r s

j n

θ

λ θ

λ

λ

=

=

≤ =

≥ =

≥ =

∑

∑

1

1

1 2

1 2

0 1 2

  

  

)5(  

)4(  
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)فضاي امكان توليد nسپس  , ,..., )kT k n=1   .كنيم صورت زير تعريف مي هب را 2

 

( , ) | , , , , ,...,
n n

k j j j j j
j j
j k j k

T X Y X X Y Y j nλ λ λ
= =
≠ ≠

⎧ ⎫
⎪ ⎪= ≤ ≥ ≥ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑
1 1

0 1 2  

  
ي مشـاهدات   ام از مجموعـه  k ، فضاي امكـان توليـد پـس از حـذف واحـد     kTدر واقع 

  .ستا
اي، كارايي واحـدها را در هـر يـك از فضـاهاي امكـان       مرحله nيند آاكنون در يك فر

   .آوريم مي دست بهتوليد فوق، با مدل زير 

min
. ( , )

o

o o o ks t X Y T
θ
θ ∈

  

ام را حذف كرده و كارايي ديگر واحـدها را از   kام، واحد  kعبارت ديگر، در مرحله  به
   .كنيم مدل زير محاسبه مي

min

. , ,...,

, ,...,

, , ,...,

o

n

j ij o io
j
j k

n

j rj ro
j
j k

j

s t x x i m

y y r s

j n

θ

λ θ

λ

λ

=
≠

=
≠

≤ =

≥ =

≥ =

∑

∑

1

1

1 2

1 2

0 1 2  
iاگر  

kTE  را كارايي واحدi   ام پس از حذف واحـدk   آنگـاه نتـايج    ،ام تعريـف كنـيم
  .نشان داد) 1(مانند جدول يتوان در جدول محاسبات را مي

  
  
  

)8( 

)6(  

)7(  
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)ام K ها پس از حذف واحد كارايي .1جدول  , ,..., )k n=1 2  

n . . .  3 2 1 واحدها  
1
nTE  . . .  3

1TE 2
1TE *  1  

2
nTE  . . .  3

2TE *  1
2TE 2  

3
nTE  . . .  *  2

3TE 1
3TE 3  

. . .  . . .  . . .  . . .  . . .  . . .  
*  . . .  3

nTE 2
nTE 1

nTE n  
  

ام را در مـاتريس مقايسـات    j ام به واحد i، ميزان ترجيح واحد )1(جدول  تنظيمپس از 
  .آوريم مي دست به )9( از رابطهزوجي 

  
{ }
{ }

, , ,..., ,
i j j

i
ij ii ijj i i

jij

TE TE TE
a i j n a a

aTE TE TE

+ −
= = = =

+ −
11 2 1  

  
ــه در آن ــارايي jTEو  iTEكــ ــدهاي  كــ ــاي واحــ ــدل  jو iهــ ــل از مــ ) 5(حاصــ

}است }j j
iTE TE−  ميزان تأثير واحدi  ام بر واحدj در واقع، ترجيح واحـد  . ام استi   بـه

  .بر يكديگر است j و i هاي كارايي و ميزان تأثيرگذاري واحدهاي نسبت، برابر  jواحد 
 AHP/DEAمشابه روش پس از مشخص شدن ماتريس مقايسات زوجي به طريق فوق، 

بنـدي   گيرنـده را رتبـه   واحـدهاي تصـميم   ،AHPاي از ينـد يـك مرحلـه   آبه كمـك يـك فر  
  .كنيم مي

  .شوندقضاياي زير اثبات مي AHP/DEAبراي روش بهبود يافته
ــراي هــر واحــد  آنگــاه ،ام ناكــارا باشــد kاگــر واحــد  .1قضــيه   :داريــم kمخــالف  iب
i i
kTE TE=. د را در نظر بگيـريم آنگـاه حـذف واح ـ   ) 5(اگر مدل : اثباتk   ام زمـاني در

kλكنــد كــه  ام تغييــر ايجــاد مــيiي كــارايي واحــد  انــدازه ≠ از طرفــي در مــدل . باشــد 0
)5(،kλ ≠ iبنابراين داريم  ؛]6[ كارا باشد kاگر و فقط اگر واحد 0 i

kTE TE= .   
    

)9( 
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هاي حاصـل از  بترتيب وزن jwو iwناكارا باشد و jكارا و واحد  iگر واحد ا .2قضيه 

iباشد آنگاه  jو i براي واحدهاي AHP/DEAبهبود يافته روش  jw w>.  
)در مـاتريس مقايسـات زوجـي،    ،دهـيم  نشان مي :اثبات , ,..., )ik jka a k n> =1  و 2

i :بنابراين بنا به روش بردار ويژه داريم jw w>.  
k 1بنابه قضيه  k

jTE TE=  وچونi jTE TEf داريم :  

 )2-1(    { } { }i k k j k k j
i jTE TE TE TE TE TE TE+ − + − =f  

ــون  ــي چ ــدارد     از طرف ــارا ن ــد ك ــارايي واح ــأثيري در ك ــد ت ــر واح ــذف ه ــم دار ،ح ي
{ } 0i i

kTE TE− } و = } 0j j
kTE TE−   :بنابراين ≤

)2-2(    { } { }k i i k j j
k kTE TE TE TE TE TE

≥
+ − + −

1 1  

) داريم) 2-2(و) 1-2( از , ,..., )ik jka a k n> =1 i بنابراين ؛2 jw w>.    

  
  

kاشـيم  ناكارا باشـد و داشـته ب   kكارا و واحد  jو iاگر واحدهاي  .3قضيه  k
j iTE TEp 

ikآنگاه  jka af.  
   :داريمبه فرض قضيه با توجه  :اثبات 

   )3-1(    { } { }i k k j k k
i jTE TE TE TE TE TE+ − + −f

 
  

     :داريم 2قضيه بنا به توضيحات ازطرفي 

 )3-2(    { } { }k i i k j j
k kTE TE TE TE TE TE

=
+ − + −

1 1  

ik شود نتيجه مي )2-3(و )1-3(بنابراين از  jka af.    
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   نتايج قضايا
اي از واحدها به كمك روش پيشنهادي  بندي مجموعه ، براي رتبه1بر اساس قضيه  - 1

 1قضـيه عبـارت ديگـر،    بـه . ستني) 1(تك واحدها براي تشكيل جدول  نيازي به حذف تك
ها ندارد و ثيري بر كارايي ديگر واحدأگونه ت دهد كه حذف واحدهاي ناكارا، هيچ نشان مي

از سويي ديگر، در روش  .را فقط براي واحدهاي كارا اجرا كنيم) 8(بنابراين كافيست مدل 
كـار گرفتـه    هگيـري ب ـ  واحد تصميم -1nبراي )) 8(مدل( DEAمدل AHP/DEAبهبود يافته 

 ،بنـابراين . غيرمعمـول اسـت   DEAگيـري كـه در مفـاهيم    واحد تصـميم 2نه براي  شود ومي
بـه چشـم    AHP/DEA در روش بهبـود يافتـه   AHP/DEAي روش شـده سومين مشكل ياد 

  . خورد نمي
اي  گونـه  هبنـدي ب ـ  ، رتبـه AHP/DEA بهبـود يافتـه  در روش دهـد  ، نشان مي2قضيه - 2

اي بـالاتر از واحـدهاي ناكـاراي مشـخص شـده       شود كه واحـدهاي كـارا در رتبـه    انجام مي
بنـدي و  كامـل بـين ايـن رتبـه     عبارت ديگـر، همـاهنگي   به. گيرند قرار مي DEAتوسط مدل 

در روش پيشـنهادي، مشـكل عـدم     ،بنـابراين . برقـرار اسـت   DEAناكاراي  -بندي كارا رتبه
 كـاملاً منتفـي اسـت    ،وجـود داشـت   AHP/DEAكـه در روش   DEAبنـدي   انطباق با رتبـه 

 .)مشكل اول(
، واحـدهاي كـارا بـا    AHP/DEAدهـد كـه در روش بهبوديافتـه    نشان مـي  3قضيه  - 3

شتن ارجحيت برابر در ماتريس مقايسات زوجي، بـر اسـاس عملكردشـان بـر روي     وجود دا
واحـد كـارايي كـه حـذف آن در      تـر، عبارت دقيـق  به. شوندواحدهاي ناكارا رتبه بندي مي

تـري را در مـاتريس    ثير بيشـتري داشـته باشـد، مقـادير بـزرگ     أكارايي واحـدهاي ناكـارا ت ـ  
ي آن در ميان  اين خود موجب بالا رفتن رتبهدهد كه  مقايسات زوجي به خود اختصاص مي

ــابراين، رتبــه .ديگــر واحــدها خواهــد شــد  ــر اســاس ميــزان  روش  بنــدي دربن پيشــنهادي، ب
كـه رونـدي منطقـي بـراي     پذيردصورت ميثيرگذاري واحدهاي كارا بر واحدهاي ناكارا تأ

 .]6[است واحدها بندي رتبه
يـادآوري كـرد   بايد  AHP/DEAپذيري روش بهبود يافته  در خصوص قدرت تفكيك 

، در شرايط خاصـي ممكـن اسـت    DEAبندي در هاي رتبهكه اين روش همانند ديگر روش
نتواند تفكيك لازم را بين واحدهاي كارا ايجاد كنـد كـه از جملـه ايـن شـرايط كـم بـودن        

يكسـان واحـدهاي كـارا در     تـأثير هـا يـا   ها و خروجيتعداد واحدها در مقابل تعداد ورودي
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دهاي ناكاراست، با اين حال، با توجـه بـه اينكـه در روش پيشـنهادي تعـداد واحـدهاي       واح
در  AHP/DEAكار گرفته شده در مـدل بيشـتر از تعـداد واحـدهايي اسـت كـه در روش        هب

كار رفتـه سـهم بسـزايي     هاين حقيقت كه تعداد واحدهاي ب بيانشود و كار گرفته مي همدل ب
پـذيري روش پيشـنهادي   تفكيـك  ،تـوان نتيجـه گرفـت   يدر تفكيك پذيري واحدها دارد م

هاي تجربي حل شده  است، و تعدد مثال AHP/DEAپذيري روش مراتب بهتر از تفكيك به
يك نمونـه   بيانتواند گواهي بر اين ادعا باشد كه در اين مقاله تنها به توسط اين دو مدل مي

  ).3مثال ( ايمها بسنده كردهاز اين مثال
توانـد جالـب   ناكارا توسط روش بهبوديافته نيـز مـي   يبندي در ميان واحدهابررسي رتبه

ميـزان   ،با توجـه بـه اينكـه واحـدهاي ناكـارا تـأثيري بـر ديگـر واحـدها ندارنـد          . توجه باشد
ان نسـبت كـارايي آن واحـد محسـوب     ارجحيت هر واحد ناكـارا بـه واحـدهاي ديگـر هم ـ    

در  ،را در ميان واحدهاي ناكارا داشته باشد در واقع هر واحدي كه كارايي بالاتري. شود مي
مطابقت كاملي بين رتبه  ،بنابراين ؛دهدخود اختصاص مي هروش بهبوديافته رتبه بالاتري را ب

  .براي واحدهاي ناكارا وجود دارد DEAحاصل از روش بهبوديافته و رتبه حاصل از مدل 

  عددي  هاي مثال 
 بهبـود يافتـه  روش  توضـيح ، ضـمن  هـا  آن كمـك ايـم كـه بـه     در اين بخش، سه مثال آورده

AHP/DEA  مشكلات روشAHP/DEA    را نشان داده و نتايج قسمت قبل را بـراي تفهـيم
بنـدي   رابـراي رتبـه   پيشـنهادي در مثـال اول، روش   .كنـيم هـا بررسـي مـي    بهتر در ايـن مثـال  

بنــدي  ههــاي رتبــ بنــدي را بــا روش نتيجــه رتبــه بــريم و كــار مــي اي از واحــدها بــه مجموعــه
در مثال دوم، ضـمن نشـان دادن   . كنيم مقايسه مي ي كارايي تقاطعي و ابركارايي شده شناخته

 ، برتـري روش DEAبنـدي   رتبه و AHP/DEAبندي عدم هماهنگي و انطباق كامل بين رتبه
ثـال سـوم نيـز،    در م. كنـيم مشـاهده مـي   DEAبنـدي  را در هماهنگي كامل با رتبـه  پيشنهادي

در يـك   AHP/DEAنسبت بـه روش   را AHP/DEA بهبوديافته وشقدرت جداكنندگي ر
حـل   AHPو DEAOSهـا بـه كمـك نـرم افزارهـاي       مثال( .نشان خواهيم دادنمونه تجربي، 

  .)اند شده
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اسـت كـه    )1986(ي سكستون و همكـاران  هاي مربوط به مقاله ، داده)2(جدول  .1مثال 
بنـدي ايـن    بـراي رتبـه   .ه شده اسـت واحد با دو ورودي و دو خروجي در نظر گرفت 6در آن 

 DEAابتدا كارايي هر يـك از واحـدها را توسـط مـدل      ،پيشنهاديواحدها به كمك روش 
 دسـت  بـه آمـده،   4را بـه شـرحي كـه در بخـش     )3(هـا  محاسبه كرده و سپس جدول كارايي

آورده و  دسـت  به) 3(سپس ماتريس مقايسات زوجي را به كمك مقادير جدول . آوريم مي
هاي مربوط به واحدها را محاسبه كرده و نتايج را همراه با نتايج ديگر  ، وزنAHPكمك ه ب

بـالاترين رتبـه را در ميـان     Bواحـد   ،شـود مشاهده مي .ايم آورده) 4(ها در جدول  بندي رتبه
در مجمـوع   Bآورده اسـت كـه ايـن ناشـي از آن اسـت كـه واحـد         دست بهواحدهاي كارا 

همچنــين )). 3(جــدول (داشــته اســت  Fو  Eناكــاراي  بيشــترين تــأثير را در واحــدهاي  
بندي  ، يك رتبه AHP/DEA بهبوديافته كنيد، روشمشاهده مي) 4(طوركه در جدول همان

بندي دهد كه در مقايسه با رتبهمي ارايه DEAناكاراي  ـ   بندي كارا كامل و هماهنگ با رتبه
 )شـود محسـوب مـي   DEAدر بنـدي  هاي رتبهترين روش كه از مهم( روش كارايي تقاطعي
بـر   بهبـود يافتـه  كلـي روش  تواند دليلي بر برتري هرچند اين مثال نمي. عملكرد بهتري دارد

توانـد در  دهـد كـه روش پيشـنهادي مـي    با ايـن حـال نشـان مـي     ؛شده باشدگفته هاي روش
 ها آن بندي و حتي بهترازهاي شناخته شده در زمينه رتبههاي واقعي همانند ديگر روش نمونه

  .عمل كند
  

   
  1هاي مثال  داده .2جدول 

  

  واحدها 1ورودي  2ورودي 1خروجي 2خروجي 
3500  14000  2/0  150  A  

21000  14000  7/0  400  B  
10500  42000  2/1  320  C  
42000  28000  0/2  520  D  
25000  19000  2/1  350  E  
15000  14000  7/0  320  F 
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   ام kها پس از حذف واحد  كارايي .3جدول 
F E  D  C  B  A  واحدها  كارايي 

894/0  998/0  1  1  1  *  1  A  
1  994/0  1  1  *  1  1  B  
867/0  997/0  1  *  1  1  1  C  
875/0  1  *  1  1  1  1  D  
867/0  *  1  1  1  1  977/0  E  
*  977/0  1  1  1  1  867/0  F  

  
  
  
  

  رتبه بندي .4جدول 
بندي  رتبه

  روش
 ابركارايي

 بندي روش رتبه
 كارايي تقاطعي

روش  بندي رتبه
 CCRبندي رتبه BCCبندي رتبه  AHP/DEA بهبوديافته

000/200  A  764/0  A  1751/0  B 1  A  1  A  
625/140  B  700/0  B  1723/0  A  1  B  1  B  
000/140  C  700/0  D  1718/0  D  1  C  1  C  
077/113  D  696/0  E  1715/0  C  1  D  1  D  

750/97  E  643/0  C  1648/0  E  1  E  977/0  E  
745/86  F 608/0 F 1443/0 F 9/0  F  867/0  F  

    
  

ي سينواني و همكاران بـراي نشـان    هاي مثالي است كه در مقاله داده )5(جدول  .2مثال 
آورده شده اسـت   DEAبندي  رتبه و AHP/DEAبندي  دادن عدم هماهنگي كامل بين رتبه

  .ايم آورده) 6(مقايسه در جدول  براياجرا كرده ونتايج را  يافته بهبودكه ما آن را با روش 
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  2هاي مثال داده. 5جدول   

  واحدها 1ورودي  2ورودي 1خروجي 2خروجي 
36  60 12 20  A 
45  30 15 10  B 
36  30 12 15  C 
80  15 70 5  D 
9  3 9 3  E 

18  1 18 9  F 
19  8 19 63  G 
3  1 73 22  H 

   
   

  
) بندي دو روش رتبه ي مقايسه .6جدول   / )ε =0 001  

  بندي روش رتبه  DEA بندي رتبه  AHP/DEA دي روش بهبوديافتهبن رتبه
 AHP/DEA  

1993/0  B 1  A 20994/0  B 

1929/0  D 1  B 16291/0  C 

1883/0  A 1  D 153001/0  A 

1880/0  C 999/0  C   14277/0  E 

0912/0  E 510/0  E 14140/0  D  
0740/0  F 402/0  F 09840/0  F 

0621/0  G 330/0  G 07637/0  G 

0041/0  H 022/0  H 015178/0  H 

  
كـه از نظـر    Dواحـد   AHP/DEAدر روش  ،شـود  مشـاهده مـي  ) 6(با توجه بـه جـدول   

قـرار گرفتـه اسـت كـه      E تر از واحد ناكاراي پايين ،كارا شناخته شده است DEA هاي مدل
كه انطباق كامـل بـين    در حالي .دهد نشان ميدر اين روش را  DEAبندي  عدم انطباق با رتبه

  .مشهود است DEAبندي  با رتبه AHP/DEA بهبوديافتهبندي روش  رتبه
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گيرنده است كـه هـر يـك سـه      هاي مربوط به پنج واحد تصميم داده) 7(جدول  .3مثال 

بندي ايـن   را براي رتبه يافته بهبودروش  و AHP/DEAروش . ورودي و سه خروجي دارند
  .ايم آورده) 8(كار برده و نتايج را در جدول  هواحدها ب

  
  3هاي مثال  داده .7جدول  

    1ورودي   2ورودي  3ورودي  1خروجي  2خروجي   3خروجي 
9  5 200 15 2  5 1 

8  8 180 21 2  6 2 

7  7 210 20 2  4 3 

5  8 200 18 1  4 4 

8 8 170 19 1  4 5 

  
  

)بندي كامل  دو روش در رتبه ي مقايسه .8جدول  )ε =0  
  AHP/DEA بندي روش رتبه DEA بندي رتبه  AHP/DEA وديافتهبندي روش بهب رتبه

2051/0  5  000/1  1  2017/0  5  

2044/0  1 000/1  3 2000/0  1 

2040/0  4 000/1  4 2000/0  3 

2036/0  3 000/1  5 2000/0  4 

1830/0  2 911/0  2 1983/0  2 

  
 در جداســازيAHP/DEA روشچگونــه منطـق   ،دهـد  خـوبي نشــان مــي  هبــ) 8(جـدول 

بنـدي   ، يك رتبـه  AHP/DEA بهبود يافته كه روش در حالي ؛ماند اي كارا ناتوان ميواحده
  .دهد مي ارايهكامل از واحدها را 
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  گيري  نتيجه 
گيرنـده را   بندي واحـدهاي تصـميم   براي رتبه AHP/DEAدر اين مقاله، مشكلاتي از روش 

روش  ،نشـان داديـم  ا بـه كمـك قضـاي   . داديم اي را پيشنهاد بهبود يافتهمطرح كرده و روش 
شده  گفتهمشكلات ، بندي متفاوت و البته منطقي از واحدها يك رتبه  ارايه، ضمن پيشنهادي
از روش  ايتوســعه پيشــنهاديدر واقــع، روش  .دهــدمــيپوشــش را  AHP/DEAدر روش 

AHP/DEA شود كه هر چند از نظر شيوه عملكـرد مشـابه روش   محسوب ميAHP/DEA 
بنـدي  تر، تفكيك پذيري بالاتر ومطابقت كامـل بـا رتبـه    اي منطق قويدار ؛ اماكندعمل مي

بنـدي   كه اين سه اصـل از اصـول مهـم در امـر رتبـه      است و از آنجايي DEAناكاراي  -كارا
  .گيري استبر روش قبل قابل نتيجه AHP/DEA بهبوديافته مزيت روش ،آيدحساب مي به
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