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Abstract 
Height is amongst the most delicate subjects of geodesy. Thanks to the Global Navigation 
Satellite Systems (GNSS) like GPS or GLONASS, 3D point positioning of points, by 
geometrical positioning, since years ago has become a common practice. The height 
derived from these ways has a geometrical concept. In civil projects the physical concept 
of the height is more demanded. Orthometric height, O

iH , is one kind of the physical 

concepts of the height. The Orthometric height of point i, O
iH , can be calculated by 

O i
i

i

CH
g

=  

where ig  is the mean value of the gravity along the plumb line between the geoid and the 
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surface point i and iC is the geo-potential number of point i, which is calculated using  

0( )i iC W W= − −  

One of the problems in orthometric height calculation is computation of ig .The value of 

the gravity at the point with mean height iH o is calculated by 

0.0424 O
i i ig g H= +  

Where ig  is gravity observation value at point i. 
The orthometric height computed by this mean value of the gravity is called Helmert 
orthometric height, according to Sanso and Sona (1993) the idea for earth gravity 
determination. 
In this paper a methodology to calculate value of the gravity at the point with mean height 
from the geoid has been supposed. Derived gravity from this method is composed from 
three parts, (1) global and regional gravity computed by ellipsoidal harmonic expansion to 
degree and order 360 plus the centrifugal acceleration (2) gravitational due to terrain 
masses within the radius of 55km around the computational point (3) incremental gravity 
intensity at the computational point. The first and second parts are computed by global 
geopotential models and digital terrain models.  
Computation of the third part is possible by solving a boundary value problem. In this 
paper for computing the incremental gravity intensity at the point with mean height, a 
method by solving a fixed-free two-boundary nonlinear value problem is addressed. This 
boundary value problem constructed for observables of the type (i) modulus of gravity (ii) 
gravity potential (iii) satellite altimetry data (iv) astronomical latitude (v) astronomical 
longitude.  
The first step towards the solution of the proposed fixed geodetic boundary value problem 
is the linearization of the problem. After linearization we obtained a linear boundary 
value problem that its solution gives us the incremental gravity potential at the surface of 
the reference ellipsoid. Out of the reference ellipsoid surface, this answer could be 
obtained by solving the following Dirichlet boundary value problem: 

( )

21
2

 grad 0                     x

x                         x

1
                     for x

x

L
ext

L L

L
L

div W

W W

W

δ

δ δ

δ
+

⎧⎪⎪⎪⎪ = ∀ ∈ ∑⎪⎪⎪⎪⎪ = ∀ ∈ ∑⎨⎪⎪⎪ ⎛ ⎞⎪ ⎟⎜⎪ ⎟= → ∞⎜⎪ ⎟⎜⎪ ⎟⎜⎝ ⎠⎪⎪⎩
O

 

In this paper harmonic splines supposed by Freeden (1987) are used to solve the Dirichlet 
problem. By applying the gradient operator on the incremental gravity potential, due to 
solving Dirichlet problem, incremental gravity at every point out of the reference ellipsoid 
can be calculated (Jekeli, 2005).  
Second section of this paper is an introduction on harmonic splines analysis. The 
construction of self productive Hilbert space and optimum interpolation answer is 
presented in the third section. In the final section the application of harmonic splines for 
solving the Dirichlet boundary value problem is discussed and by the proposed 
methodology the mean value of gravity in the first order leveling of Iran is calculated. 
 
Key words: Mean gravity value, harmonic splines, boundary value problem, orthometric 

height, geoid 
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    مقدمه1

بعدي  يكي از اهداف اصلي ژئودزي، تعيين مختصات سه
  نقاط در روي سطح و فضاي بيروني زمين 

  ياب جهاني هاي موقعيت پيدايش ماهواره. است
(GNSS, Global Navigation Satellite Systems) ،

. بعدي را امكان پذير كرده است تعيين موقعيت سه
ياب جهاني  اي موقعيته مختصات تعيين شده با ماهواره

ولي در كاربردهاي عمراني، . داراي مفهوم هندسي است
تعيين موقعيت . ارتفاع موردنياز داراي مفهوم فيزيكي است

هاي موقعيت ياب  مسطحاتي به سادگي از طريق ماهواره
منظور  ترين شيوه به كه ساده گيرد، درحالي صورت مي

نتخاب يك پس از ا. تعيين ارتفاع، روش ترازيابي است
توان ارتفاع ساير نقاط را از راه   نقطه درحكم مبنا، مي
دليل  ارتفاع حاصل از ترازيابي به. ترازيابي تعيين كرد

وابستگي اختلاف ارتفاع حاصل از ترازيابي به مسير 
توان اين روش را  بنابراين نمي. ترازيابي يكتا نيست

ار ك صورت يك روش مناسب در تعيين ارتفاع نقاط به به
سانسو و ونيچك، ؛ 1986ونيچك و كراكيوسكي، (برد 

توان با تبديل نتايج  مشكل را مي). 2000جكلي،  و 2006
براي دو . وابسته به مسير به نتايج مستقل از مسير حل كرد

هم رابطه زير برقرار است  پتانسيل نزديك به  سطح هم
  ):1986ونيچك و كراكيوسكي، (
)1(                                                       W g hδ δ−  

 را كه كميتي وابسته به مسير hδتوان اختلاف ارتفاع   مي
 كه مستقل از مسير است Wδبه اختلاف پتانسيل است، 

گيري شتاب گراني در طول خط   لذا با اندازه. تبديل كرد
توان اختلاف پتانسيل بين دو نقطه را كه  ترازيابي مي

 iPتوان به هر نقطه  مي. دست آورد مستقل از مسير است به
جاي  در عمل بهتر است كه به.  نسبت دادiWل يك پتانسي
عدد .  از عدد ژئوپتانسيل استفاده شودiWپتانسيل 

صورت زير تعريف   بهiP مربوط به نقطه iCژئوپتانسيل 
  ):1967ريتز، هيسكانن و مو(شود  مي

)2(                                     ( )0i iC W W= − −  

  اعداد ژئوپتانسيل داراي اين ويژگي مفيدند كه براي 
  با در اختيار داشتن اعداد .  هستندهر نقطه يكتا

توان از راه رابطه زير، ارتفاع  ژئوپتانسيل در هر نقطه مي
هيسكانن و موريتز، (: ارتومتريك در هر نقطه را تعيين كرد

1967:(  
)3(                                                O i

i
i

C
H

g
=  

 ig و iP عدد ژئوپتانسيل نقطه iCكه در رابطه فوق 
شتاب گراني متوسط در امتداد خط شاقول گذرنده از 

يكي از مشكلات اصلي در تعيين ارتفاع .  استiPقطه ن
ارتومتريك، تعيين شتاب گراني متوسط در امتداد خط 

 شتاب )3(چنانچه در رابطة . شاقول گذرنده از نقطه است
  :اني متوسط از رابطة زير محاسبه شودگر

)4(                                  0.0424 O
i i ig g H= +  

رت ارتفاع ارتومتريك حاصل ارتفاع ارتومتريك هلم
O برحسب گال و ig، )4(در رابطة . شود ناميده مي

iH 
  .)1967هيسكانن و موريتز، ( برحسب كيلومتر است

  تحقيقات براي تعيين شتاب گراني متوسط 
  اي از سوي جامعه ژئودزي صورت گرفته  گسترده

  هلمرت، (توان به كارهاي  است كه از آن جمله مي
 هيسكانن و موريتز، ؛1954 مادر، ؛1932نيتهامر،  ؛1990
 كراكيوسكي، ؛1961 رپ، ؛1955 لدرستگر، ؛1967
 كاو و همكاران، ؛1986 سانكل، ؛1982 استرانگ، ؛1965
 ؛2003 دنيس و فدرستون، ؛2003،  تنزر و ونيچك؛2000

  . اشاره كرد)1384اردلان و جزايري، و 
  هاي رقومي  هاي جهاني و مدل پيدايش مدل

   با دقت زياد   سازي زمين با توان تفكيك زياد مدل
  اساس    اين بر. ميدان گراني زمين را فراهم كرده است

  نظرياتي را براي تعيين ميدان ) 1993(سانسو و سونا 
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  براساس نظر مطرح شده، . ي زمين معرفي كردندگران
  ميدان گراني زمين در هر نقطه از سه قسمت تشكيل 

   Lسهم مدل جهاني تا درجه و مرتبه ) 1(شده است 
360Lكه در اين مقاله (   ) 2) ( انتخاب شده است=

  ك حاصل از هاي در فاصله نزدي سهم اثرات جرم
  سهم اثرات از درجه و مرتبه ) 3(مدل رقومي زمين 

  محاسبه سهم . هاي دروني ناشي از جرمLبالاتر از 
كه  پذير است، درحالي سادگي امكان اثرات اول و دوم به

  محاسبه اثر سوم از راه حل يك مسئله مقدار مرزي 
  .ممكن است

  راي تعيين شتاب گراني در اين مقاله روشي ب
  براساس اين نظر . شود براساس نظر فوق پيشنهاد مي

  شتاب گراني در نقطه با ارتفاع متوسط زياد ژئوئيد از 
  شتاب گراني حاصل ) 1(سه قسمت تشكيل شده است 

360Lاز يك مدل جهاني تا درجه و مرتبه  =   
   گراني حاصل شتاب) 2(در نقطه با ارتفاع متوسط 

  هاي در فاصله نزديك اطراف نقطه مورد  از جرم
  .شتاب گراني تفاضلي در نقطه مورد محاسبه) 3(محاسبه 
طوركه در بالا اشاره شد، محاسبه قسمت سوم با  همان

در اين مقاله . حل يك مسئله مقدار مرزي ممكن است
 ارتفاع روشي براي تعيين شتاب گراني تفاضلي در نقطه با

مسئله مقدار دومرزي با مرزهاي ثابت  براساس حل طمتوس
 عرضه وآزاد و غيرخطي با اطلاعات بيش از موردنياز

.  آورده شده است1جزئيات اين مسئله در جدول . شود مي
 پتانسيل wμ قدرمطلق شتاب گراني، γμ 1در جدول 

 داده hμ  عرض نجومي،μΦ طول نجومي، μΛگراني، 
 پتانسيل 0Wاي،  سنجي ماهواره مرزي حاصل از ارتفاع

اي زمين  اويه بردار سرعت زω چگالي و σژئوئيد، 
براي .  براي حل اين مسئله بايد ابتدا آن را خطي كرد.است

توان  ساختن اين مسئله مي ملاحظه جزئيات مربوط به خطي
  . مراجعه كرد) 2005صفري و همكاران، (به 

ه مقدار مرزي پتانسيل گراني پس از حل اين مسئل

  . شود يين مي در سطح بيضوي مرجع تعLWδتفاضلي 
  اين پتانسيل گراني تفاضلي در خارج بيضوي مرجع 

  از پتانسيل گراني . كند در معادله لاپلاس صدق مي
  آمده روي سطح بيضوي مرجع حاصل   دست تفاضلي به

  ، 1از حل مسئله مقدار مرزي داده شده در جدول 
  هاي مرزي براي حل معادلة  توان درحكم داده مي

   و يك مسئله مقدار مرزي لاپلاس استفاده كرد
 مسئله مقدار مرزي 2در جدول . ديريكله تشكيل داد

   داده LWδديريكله براي پتانسيل گراني تفاضلي 
  .شده است

  توان پتانسيل گراني  با حل مسئله ديريكله مي
  . تفاضلي را در هر نقطه خارج بيضوي مرجع تعيين كرد

هاي   حل مسئله ديريكله از اسپيلايندر اين مقاله براي
  . شود استفاده مي) 1987فريدن، ( داده شده   هماهنگ

 به پتانسيل گراني تفاضلي   سپس با اعمال عملگر گراديان
توان شتاب گراني  حاصل از حل مسئله ديريكله، مي

د تفاضلي را در هر نقطه خارج از بيضوي تعيين كر
  ).2005جكلي، (

  ها  وش نسبت به ساير روشمزيت اصلي اين ر
  هاي ژئوپتانسيل جديد با  استفاده از مدل) 1(در 

  هاي رقومي  استفاده از مدل) 2(درجه و مرتبه زياد 
  استفاده از همه ) 3(زمين با توان تفكيك زياد و 

  مشاهدات مربوط به ميدان گراني زمين در چارچوب 
  يك مسئله مقدار مرزي براي تعيين شتاب گراني 

  در بخش دوم اين مقاله بعضي . ط استمتوس
   هاي هماهنگ  مقدمات رياضي براي معرفي اسپيلاين

در بخش سوم ساختار فضاي هيلبرت . شود عرضه مي
  . شود يابي عرضه مي خودمولد و جواب بهينه درون
 در حل   هاي هماهنگ در بخش چهارم كاربرد اسپيلاين

راني تفاضلي و مسئله مقدار مرزي ديريكله براي پتانسيل گ
يك   محاسبه شتاب گراني متوسط در شبكه ترازيابي درجه

  .ايران آمده است
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   مقدمات رياضي   2
در اين بخش بعضي مقدمات رياضي براي معرفي 

  .شود  مطرح مي  هاي هماهنگ اسپيلاين
  

  سطوح منظم   2-1
هولدر، –μيا منظم ( را منظم ⊃∑3سطح 

0 1μ≤ هاي زير باشد  نامند چنانچه داراي ويژگيمي) ≥

  ):2004فريدن و ميشل، (
  بعدي را به منطقه   فضاي اقليدسي سه∑سطح  -1

  و منطقه غيركراندار) فضاي داخلي (∑intكراندار 
 ext∑) تعريف شده با ) فضاي خارجي

3
int int int\ ,  ∑= ∑ ∑ =∑   .كند  تقسيم مي∑∪

 . شامل مبداء است∑intفضاي  -2

   بسته و فشرده و فاقد نقاط دوگانه∑سطح  -3
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)Double Points (است. 

يا (پذير  دان برداري مشتق داراي يك مي∑سطح  -4
صورت  يا به (νنرمال يكه ) هولدر–μمشتق پذير 

سمت داخل فضاي  كه داراي جهت به) ∑νتر  دقيق
ext∑است .  

توان به   در علوم زمين مي∑از جمله اين سطوح منظم 
  . بيضوي، اسفروئيد، ژئوئيد و سطح منظم زمين اشاره كرد

 وجود دارد α،βهاي  با معلوم بودن سطح منظم، ثابت
  :كه طوري هب

)5(            inf supinf supα σ σ β
∈∑ ∈∑

< = ≤ = <
x x

x x  

 )extB و extAترتيب   همين به (intB و intAنمادهاي 
كره ) ترتيب خارجي  همين به(ضاي داخلي كننده ف  مشخص

A و كره Bترتيب  هاي به  حول مبداء با شعاعα و β 
infنمادهاي . است

int∑ و sup
int∑) ترتيب   همين بهinf∑ext و 

sup∑ext(كننده فضاي داخلي    مشخص)ترتيب   همين به
هاي   حول مبداء با شعاع∑sup و كره ∑infكره ) خارجي

  . استsupσ و infσترتيب  به
  

  هاي خارجي    هماهنگ    2-2
}فرض كنيد كه  }, , 0,1, ,  1, , 2 1= = +… …n jY n j n 

2يك دستگاه متعامد يكه −Lهاي كروي     از هماهنگ
  ):1998فريدن و اشنايدر، (كه  طوري باشد به) سطحي(

)6( ( ) ( )2, , , ,( )

2

, ω

α δ δ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜= ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=

∫n k p q n k p qL A A

np kq

x xY Y Y Y d x
x x  

. كننده عنصر سطح است   مشخصωdكه در رابطه فوق 
هاي خارجي   صورت دستگاه هماهنگ  اين در

( ){ }1, ; ,  0, 0,1, ,  1, , 2 1α α− − ⋅ > = = +… …n jH n j n

  :ه زير تعريف شده با رابط

)7(  ( )
1

1, ,
1; ,  α

α
α

+

− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜= ∈⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

n

n j n j ext
xH x Y x A

x x
  

  :كند در شرايط زير صدق مي
)توابع  - )1, ;α− − ⋅n jH متعلق به دسته توابع ( ) ( )∞

extC A 
 .باشد مي

)توابع  - )1, ;α− − ⋅n jH در معادله لاپلاس 
( )1, ; 0α− −Δ =x n jH xازاي    به∈ extx Aكند  صدق مي. 

- ( )1, ,
1;α
α− − ⋅ =n j n jA

H Y  

- ( ) ( ) ( )1, 1, , ,; ;α α ω δ δ− − − − =∫ n j n l n k j l
A

H x H x d x  
هاي خارجي به ازاي تمام    قضيه جمع براي هماهنگ

( ), ∈ ×ext extx y A Aشود صورت زير تعريف مي  به:  

)8(                
( ) ( )

2 1

1, 1,
1

12

2

; ;

2 1  
4

α α

α
πα

+

− − − −
=

+

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜ ⋅⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑
n

n j n j
j

n

n

H x H y

n x yP
x y x y

  

ژاندر هاي ل اي كننده چندجمله  كه در رابطه فوق  مشخص
nP از درجه nاست  .( )n extHarm A فضاي تمام 

  :است n≤0 با nهاي مرتبه    هماهنگ
)9( ( ) ( )( )1, ,2 1 1, ;α= + − −= ⋅…n ext j n n jHarm A span H  
  و
)10(                       ( )( )dim 2 1= +n extHarm A n  
  :گيريم بطه زير را در نظر ميرا
)11(( ) ( )( )0, , 1,

1, ,2 1
;0 .α= − −

= +
= …

…
ext n a n j

j n
Harm A span H  

  :ضح است كهوا

)12(            ( ) ( )0, ,
0

,
=

= ⊕…

a

a ext n ext
n

Harm A Harm A  
  :كه طوري به

)13(           ( )( ) ( )

( )

0, ,
0

2

dim 2 1

1
=

= +

= +

∑…

a

a ext
n

Harm A n

a

  

)) كرنل(هسته  )0, ,
: × →

… a ext
ext extHarm AK A A با رابطه 

  :شود زير تعريف مي

)14( ( )0, ,

12

2
0

2 1:
4

α

πα

+

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜ ⋅⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎟⎜⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑… a ext

na

nHarm A
n

n x yK P
x y x y

  



 113                                                    ...روشي براي محاسبه شتاب گراني متوسط بر اساس حل مسئله مقدار مرزي و 

)كه هسته خودمولد براي فضا  )0, ,… a extHarm Aاست  .
  :دهيم طور خلاصه قرار مي به

)15(            ( ) ( )( )0, , 0, ,
∑

∑ =… …a a extHarm Harm A  

  . استextAوعه  زيرمجم∑كه در رابطه فوق 
  

  مسئله مقدار مرزي ديريكله    2-3
)فضاي همه توابع  ) ( )2

extU C∈  كه در فضاي ∑
كند و در   در معادله لاپلاس صدق ميext∑خارجي 

 كه  ديگر هنگامي  عبارت به(نهايت منظم هستند   بي

( ) ( ) ( ) ( )1 20 ,  ,  x− −= ∇ = →∞xU x x U x O x(  
)با   )∑extPot    0,1بـه ازاي    . شـود   نشان داده مـي,k = … 

  ):1998فريدن و اشنايدر، (كنيم  تعريف مي

)16(           ( ) ( )( ) ( ) ( )∑ = ∑ ∩ ∑k k
ext ext extPot pot C  

) از دسـته توابـع       Uفرض كنيد كـه      )0 ( )∑extPot  باشـد  .
 بــراي پتانــسيل در   كمينــه/  صــورت از قاعــده بيــشينه ايــندر

  :دست آورد توان روابط زير را به فضاي بيروني مي

)17(  ( ) ( ) ( ) ( )0sup sup ,  
∈∑∈∑

≤ ∈ ∑
ext

ext
xx

U x U x U Pot  

( ) ( ) ( ) ( )1sup sup ,  
ν∈∑∈∑

∂
≤ ∈ ∑

∂
ext

ext
xx

UU x x U Pot  

)18(  
  و

)19(         ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
2

2

0

sup

                                 ,  

ω
∈

∑

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜≤ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

∈ ∑

∫
x K

ext

U x C U x d x

U Pot

  

)20(       ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
22

1

sup

                                   ,  

ω
ν∈

∑

⎛ ⎞⎟⎜ ∂ ⎟⎜ ⎟⎜≤ ⎟⎜ ⎟⎜ ∂ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

∈ ∑

∫
x K

ext

UU x C x d x

U Pot

  

و ) Uمستقل از ( يك ثابت مثبت Cكه در رابطه فوق 

K زيرمجموعه ∑ext با ( ),∑dist Kاست .  
شود  صورت زير تعريف مي ئله مقدار مرزي ديريكله بهمس

  ):1987فريدن، (
: )Exterior Dirichlet problem (مسئله ديريكله خارجي

)تابع  )∈ ∑F C معلوم است، تابع ( ) ( )0∈ ∑extU Pot 
  :كه نحوي را بيابيد به

)21(  ( ) ( )( ) ( )
0

0

lim ,  .
τ
τ

τν+
∑

→
>

= + = ∈∑U x U x x F x x  
  

  مسئله مقدار مرزي گسسته ديريكله    2-4
مسئله مقدار .  يك سطح منظم باشد∑فرض كنيد كه 

: بيان كردصورت زير  توان به  مرزي گسسته ديريكله را مي
)هاي  فرض كنيد كه داده )( ), ,  1, ,= …i ix F x i N از 

)تابع  )∈ ∑F C متناظر به يك مجموعه NX از نقاط 
1, , Nx x… 2004فريدن و ميشل، ( معلوم باشد:(  

) از جواب NUتقريب  ) ( )0 +,  U ,∈ ∑ =extU Pot F 
   در فضاي بيروني كره NUنحوي بيابيد كه  را به

A به شعاع αباشد و در روي    حول مبداء هماهنگ 
 تابع ∑سطح 

∑
=N NF U دقيقاً همان مقادير را در 

ديگر    عبارت به. نقاط داده شده حاصل كند
( ) ( ),  1, ,= = …N i iU x U x i N و خطاي مطلق بين 

NF و F كوچك باشد∑ روي .  
  

    هاي هماهنگ  اسپيلاين  3-1
) يك سطح منظم و دنباله ⊃∑3فرض كنيد كه  )An 

)-يك دنباله )infα α
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

nفريدن و ميشل، (پذير باشد    جمع
Aفرض نمائيد كه ). 2004 0n    وn≤0 به ازاي همة ≠

)22(                                                 ( ) 2

0

2 1 A
∞

−

=

+∑ n
n

n  

  :فضاي زير را در نظر بگيريد

)23(   ( )( )
inf

inf infA ; A ; A
n

n ext n ext ext
σ

α
∑ = ∑

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎟⎜⎜⎜ ⎟ ⎟⎟⎜⎜⎜ ⎟ ⎟⎟⎜⎜⎜ ⎟ ⎟⎟⎜⎝ ⎠⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
H H  
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 نمايش Hاختصار با    به)23(فضاي تعريف شده از رابطه 
هاي با   فضاي هيلبرت پتانسيلHفضاي . شود  ميداده

  :نمايش زير است

)24(   
( ) ( )

( )

2 A
2 1

1

0 1

inf 2
1,

A ,

                         , Aα

∞ + ∧−

= =

− −

= ×

× ∑ ∈

∑∑ L
n

n
n k

n k ext

V F n k

H F L

  

  :كه طوري به
)25(                                                  ( )2 AV = LFH  
  

  1-3قضيه 
 و مجهز به ضرب )23( تعريف شده از رابطه Hفضاي 
)داخلي  ),⋅ ⋅ Hپذير داراي هسته   يك فضاي هيلبرت جدايي

فريدن، (زير است ) Reproducing Kernel(خودمولد 
1999:(  

)26(

( )

( ) ( )

( ) ( )
inf inf

2 1
2

1, 1,
0 1

22 1
2

1, 1,inf
0 1

,

A

A ,

α α

σ σα
σ

∞ +
−

− − − −
= =
∞ +

−
− − − −

= =

=

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∑∑

∑∑

n

n n k n k
n k

nn

n n k n k
n k

K x y

H x H y

H x H y

H

  

)كه در آن  ) inf, ∈∑extx yدستگاه توابع .  است
inf1

1,infA σα
σ

−
− −

⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞⎪ ⎪⎪ ⎪⎟⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎜⎪ ⎪⎝ ⎠⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

n

n n kH يك پايه براي فضاي هيلبرت 

Hاست .  
  :زيرنامساوي 

)27( 
( )

1
1 2

2
2

2 2inf0

2 1( ) A
4

α
πα σ

+
∞

−

=

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜+⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟≤ ⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎟⎜⎝ ⎠

∑
n

n
n

nV x V H  

V∋ و به ازاي همه inf∈∑extxبه ازاي هر  H برقرار 
 داراي يك Hوكافي براي اينكه   ط لازمبنابراين شر. است

و ) 1950ارونسجين، (هسته خودمولد باشد برقرار است 
  :بنابراين رابطه زير برقرار است

)28(                 ( ) ( )( ) inf
ext, , ,      = ⋅ ∈∑V x K x V xH H

  

  :آيد دست مي  لم زير به)27(از رابطه 
  

  1-3لم 
يف شده از  تعرxD تابعك خطي inf∈∑extxبه ازاي هر 
  :رابطه زير

)29(                      ( ): ,    = ∈x xD V D V V x V H  

. )1998فريدن و همكاران، ( كراندار است Hروي 
)ديگر   عبارت به )= ≤xD V V x C V H كه در آن C 

  :شود از رابطه زير برآورد مي

)30(                       
( )

1
1 2

2
2

2 2inf0

2 1A .
4

α
πα σ

+
∞

−

=

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜+⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎟⎜⎝ ⎠

∑
n

n
n

n  

   تابع زير inf∈∑extxبه ازاي 

)31(                          ( ) inf, ,          ∈∑exty K y x yH  

V است و به ازاي همة H يك عنصر از فضاي ∈H   

)32(                          ( ) ( )( )= , , .= ⋅xD V V x V K xH H
  

  

  )  يابي مسئله درون (   اسپيلاين هماهنگ  يابي ن درو3-2
صورت زير تعريف كرد  توان به  را مي  يابي مسئله درون

  ):2004فريدن و ميشل، (
∑:فرض كنيد از جواب  →extU مسئله مقدار مرزي 

=LU F اطلاعات ( )( ), ,  1, ,∈∑× = …i ix F x i N 
  :نحوي بيابيد كه  را بهNUتابع . معلوم باشد

)33(                                           inf
∈

=
F
N

N
V

U V HH I
  

  :و در آن
)34(       ( ){ }, 1, ,= ∈ = = …

i

F
N x iV L V F x i NI H  

 در چارچوب فضاهاي هيلبرت خودمولد   يابي مسئله درون
Hمراحل لازم .د حل كردروش استاندار توان به  را مي 

كه گاهي  (  هاي هماهنگ ابتدا اسپيلاين. شود يادآوري مي
معرفي ) شوند هاي لاپلاس ناميده مي اوقات اسپيلاين
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  ).1987فريدن، (شوند   مي
} فرض كنيد كه :1-3تعريف  }1, ,= ⊂∑…N NX x x 

NU∋هر تابع . باشد Hبا صورت زير :  

)35(         ( ) ( ) inf
ext

1

, ,   
=

= ∈∑∑ i

N

N x i i
i

U x L K x x a xH  

,1كه در آن ضرايب  , ∈… Na aاند و توابع   دلخواه
( ) ( )

1 1, , , ,⋅ ⋅…
Nx x NL K x L K xH Hمستقل خطي هستند  

 نسبت به دستگاه H در   يك اسپيلاين هماهنگ
⊂∑NXهاي   و تابعك

1
, ,…

Nx xL Lشود  ناميده مي.  
فريدن و ميشل، (راحتي قابل اثبات است  نتايج زير به

2004:(  
  

  2-3لم 
F   يك اسپيلاين هماهنگ

NU در H نسبت به NX وجود 
ديگر   عبارت به. كند  مي  يابي ها را درون دارد كه داده

( ),   1, ,= = …
i

F
x N iL U F x i Nاست .  

  

  3-3لم 
Fهاي     ياب به ازاي همة درون

NV ∈ Iهاي   و همة اسپيلاين
NUرابطة زير برقرار است :  
)36(        2 22− = − + −F F

N N N NU V U V U UH H H
  

  

  4-3لم 
∋چنانچه  F

NV Iرابطه زير برقرار صورت  باشد دراين 
  :است

)37(                            2 22 = + −F F
N NV U U VH H H

  
  

  2-3قضيه 
∋فرض كنيد كه از تابع  ∑F Hقاط داده  ن

( )( ), , 1, ,∈∑× = …i ix F x i Nمعلوم باشد  .
فريدن و ميشل، (صورت عبارت زير برقرار است  دراين
2004:(  

 فرض كنيد كه :مسئله ديريكله خارجي گسُسته
+,  U U∈ ∑ = ∑=extU FHصورت  اين  در.  باشد

   زير  يابي مسئله درون
inf
∈

=
F
N

N
V

U V HH I
  

  :كه در آن
( ) ( ){ }, 1, ,= ∈ = = …F

N i iV V x F x i NI H  
ديگر اين مسئله داراي جواب   عبارت به. وضع است  خوش

هاي  اي از داده يكتا است و جواب تابع پيوسته
( ) ( )1 , ,… NF x F xاين جواب يكتا با رابطه .  خواهد بود

  :شود زير بيان مي

( ) ( )
1

, ,           
=

= ∈∑∑
N

F
N H i i ext

n

U x K x x a x  

  :كنند كه در آن ضرايب در رابطه زير صدق مي

( ) ( )
1

, ,           =1, ,
=

=∑ …
N

H i j i j
n

K x x a F x j N  

) را چنانچه ضرب داخلي Hاكنون فضاي  )
0, ,

,
m

⊥⋅ ⋅
…H 

نرم تعريف شده از رابطه زير باشد، در نظر   متناظر به نيم
  ):2004فريدن و ميشل، (گيريم  مي

)38(                 
( )

0, ,

inf

22 1
2

inf
1 1

12
inf

,

A

                    , σ

α
σ

⊥

∞ +
−

+ =

⎛ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎜= ×⎟⎜ ⎜ ⎟⎜⎜ ⎝ ⎠⎜⎝

⎞⎟⎟Σ ⎟⎟⎠

∑∑…m

nn

n
m j

ext -n-1 j

V

V

H

2

H
H

  

,0هسته  ,m
⊥
…H اين نرم 

0, ,m
⊥
…H عديك فضاي خطي با ب 

( )21M m=   . است+
   يابي  فضاي جديد، مسئله درونبا در نظر گرفتن اين

  :آيد صورت زير به فرمول در مي به
∑:فرض كنيد از جواب  →extU مسئله مقدار مرزي 

)اطلاعات  )( ), ,  1, ,∈∑× = …i ix F x i N معلوم 
}مجموعه نقاط . باشد }1, ,N NX x x=  نسبت به …

0, ,m…Hه قابل پذيرش  يك دستگا)Admissible (است .
  :نحوي بيابيد كه  را بهNUتابع 

)39(                                
0, ,0, ,

inf ⊥⊥
∈

=
…… F mm

N
N

V
U V HH I

  

NXلازم به توضيح است كه يك دستگاه  ⊂Σ با 
N M≥پذيرش گوييم چنانچه تابع    را دستگاهي قابل
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,0يكتاي  ,m∈ …P Hقسمي كه به   وجود داشته باشد، به
,1ازاي هر مجموعه از اسكالرهاي حقيقي  , Mα α… در 

,يابي  شرايط درون  1, ,
ix iL P i Mα= =  صدق …

  .كند
NXچنانچه  ⊂ Σپذيرش نسبت به    يك دستگاه قابل

0, ,m…H0گاه در   باشد، آن, ,m…H يك پايه يكتاي 
1, , MB B…وجود دارد به صورت زير :  

)40(
( ) 2

2
1 0

12
inf

2 1

4

         ,   

i

M m
j

j n xi
i n

n

i
n ext

i i

n
B x C A L

xx
P x

x x x x

πα

α

−

= =
+

+
= ×

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎟⎜ ⎜ ⋅ ∈ Σ⎜ ⎟ ⎟⎟⎜ ⎜⎜ ⎟ ⎟⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎟⎜⎝ ⎠

∑ ∑
  

  :كند كه در رابطه زير صدق مي

)41(                             ,   , 1, ,
ix j ijL B i j Mδ= = …  

Vبه ازاي هر  ∈ Hياب يكتاي  ، درونpV روي دستگاه 
  :زير داده شده است با فرمول لاگرانژ MXپذيرش   قابل

)42(                                        ( )
1

,
i

M

x i
i

pV L V B
=

=∑  

,0نگاشت  ,: mp → …H H،خطي  يك تصويرگر پيوسته 
,0 به Hاز  ,m…H و ،pكننده جمع مستقيم زير    تعيين

  :است

)43(                                       0, ,0, , mm

⊥
= ⊕ ……H H H  

  با

)44(       
{ }

inf
inf

0, , 0, , A ;

0,  1, ,

σ
α

⊥ ⊥ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜= ∑⎜ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎟⎟⎜⎜⎜ ⎟⎟⎝ ⎠ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

= ∈ = =

… …

…

H H

H
i

n

m m n ext

xV L V i M

  

,0فضاي  ,

⊥

…H mمجهز به ضرب )44(ده با رابطه  تعريف ش 
)داخلي  )

0, ,
,

m
⊥⋅ ⋅
…Hآساني   به.  يك فضاي هيلبرت است

,0توان تحقيق كرد كه فضاي  مي ,

⊥

…H m داراي هسته 
  :ده با رابطه زير استخودمولد بيان ش

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0, , 0, ,

0, ,

0, ,

0, ,

1

1

1 1

, ,

      ,

      , ,

      ,

m m

i
m

i
m

i j
m

M

x i i
i
M

i x i
i
M M

i x x j i j
i j

K x y K x y

L K x x B y

B x L K y x

B x L L K x x B y

⊥ ⊥

⊥

⊥

⊥

=

=

= =

=

⎛ ⎞⎟⎜− ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜− ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜+ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∑

∑

∑∑

… …

…

…

…

H H

H

H

H

)45(  
  كه در اين رابطه

)46(            
( )

0, ,

2
2

1
12

2 1
,

4m

M

n
i

n

n
K x y A

x y
P

x y x y

πα

α

⊥
−

=
+

+
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟× ⋅⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑
…H

  

,infكه در آن  extx y ∈ Σبه ازاي هر .  استinf
extx ∈ Σ 

)توان نشان داد كه   مي )
0, ,

,
m

K x y⊥
…H

 عضوي از فضاي 

0, ,m

⊥
…H است و ويژگي  

)47(                        ( ) ( )
0, ,

0, ,

, ,
m

m

V x K x V⊥
⊥

⎛ ⎞⎟⎜= ⋅ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠…
…

H H
  

infبه ازاي هر 
extx ∈ Σ 0 و, ,mV

⊥
∈ …Hبا . ر است برقرا

xتوجه به اينكه به ازاي هر  ∈ Σ ،xL روي فضاي 

0, ,m

⊥
…H كراندار است لذا به ازاي inf

exty ∈ Σ ،
( )

0, ,

,
m

xy L K x y⊥
…H

  . استxL نمايشگر 
صورت  ياب به ترين درون توان به مسئله يافتن نُرم  مياكنون

  :زير پاسخ گفت
  

  3-3قضيه 
∋فرض كنيد كه از تابع  ∑F H نقاط داده 

( )( ), , 1, ,∈∑× = …i ix F x i Nمعلوم باشد  .
  :صورت عبارات زير برقرار هستند دراين

 فرض كنيد كه :مسئله ديريكله خارجي گسُسته
+,  U U∈ ∑ = ∑=extU FHصورت  دراين.  باشد

  ي زير  ياب مسئله درون
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0, ,0, ,

inf ⊥⊥
∈

=
……

F mm N

F
N

V
U V HH I

  
  :كه در آن

( ) ( ){ }, 1, ,= ∈ = = …F
N i iV V x F x i NI H  

 ديگر اين مسئله داراي جواب  عبارت  به. وضع است  خوش
هاي  اي از داده يكتا، و جواب تابع پيوسته

( ) ( )1 , ,… NF x F xاب يكتا با رابطه زير اين جو.  است
  :شود بيان مي

( ) ( ) ( )

( )
0, ,

1

inf

1

         , ,   ⊥

=

= +

=

+ ∈∑

∑

∑ …m

M
F
N i i

i
N

n n ext
n M

U x F x B x

K x x a xH

  

,1كــه در آن ضــرايب  ,M Na a+  در رابطــه زيــر صــدق …
  :كنند  مي

( ) ( )

( ) ( )

0, ,
1

1

,

                  , ,

⊥

= +

=

=

−

∑

∑

…

…

m

N

i j i j
i M

M

n n j
n

K x x a F x

F x B x j = M +1 N

H

  

  

  )Smoothing Splines(هاي هموارسازي  اسپيلاين   3-3
ها  دادهدر اين حالت . عملاً مشاهدات به خطا آلوده هستند

ي بايستي با هموارسازي جايگزين شوند   ياب درون
 و وهبا، 1980 موريتز، ؛1999 فريدن، ؛1981فريدن، (

هاي  تر چنانچه كميت طور دقيق به). 1990
( ) ( )1 , ,… NF x F x با خطا همراه باشند، لذا براي تابع 

  :يابي درون

)48(                               ( ),   1, ,≈ = …
ix iL V F x i N  

  :منظور از هموارسازي اين است كه كميت زير

)49(        ( ) ( ) ( )
1 1

μ

λ
= =

= − −

+

∑∑ i l

N N

i il l
i l

V L V F B L V F

V H

  

V∋كه در آن  Hدر رابطه فوق .  شود   ، كمينهλ يك 
  . يك ماتريس معين مثبت استilBثابت مثبت و 

  :شوند تعيين ميضرايب از دستگاه خطي زير 

)50(        ( )1
1,       ( , , )λ −+ = = …H Na F FK B F F  

 و درنتيجه  معين مثبتB و HKبايستي توجه داشت كه 
)ماتريس  )1λ −+HK Bدستگاه .  معين مثبت است

  .معادلات بالا داراي جواب يكتا است
، بايستي ابتدا پارامتر )50(براي حل مسئله بيان شده با رابطه 

λبراي تعيين پارامتر .  تعيين شودλتوان از روش  مي 
)GCV, Generalized Cross-Validation( استفاده كرد 
 λپارامتر پايدارسازي بهينه ). 1990 و وهبا، 1998هانسن، (

 با تعريف G  كه تابعدشو در اين روش طوري انتخاب مي
  :سازد    زير را كمينه

)51(       

( )

( )
( )
( )

2

2
212trace

H

T T
N H H H N H

G

aλ

λ

λ
ν λ
τ λ

−

=
−

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
=

K F

I - K K K + I K

  
)كه در رابطـه فـوق توابـع          )υ λ   و ( )τ λ  صـورت زيـر       بـه

  : شوند تعريف مي

)52(                                         
( )

( )

2

2Haλν λ
τ λ

−
=
K F

  
( )

( ) 12trace T T
N H H H N H

τ λ

λ
−

=
⎡ ⎤− +⎢ ⎥⎣ ⎦
I K K K I K

  

)53(   
 NI وλ ضرايب مجهول به ازاي مقدار aλدر روابط فوق 

  . استNنيز ماتريس يكه به بعد 
  

  ها)كرنل( هاي از انواع هسته مثال     3-4
}پذير خاص  هاي جمع به ازاي بعضي دنباله }

0∈n nA 
توان نمايش هسته خودمولد را با استفاده از قضيه جمع  مي

ت توابع مقدماتي صور هاي كروي به   براي هماهنگ
هايي از آن مطرح  در اين بخش مثال. دست آورد به
  .شود مي



 1390، 4، شماره 37مجلة فيزيك زمين و فضا، دوره                                                                  118

, 1پواسون با -هسته از نوع آبل -1 0,1,= = …nA n:  

( )
( )( )

2 2 4

3
2 2 2 4 2

1,
4

2

α
π

α α

−
=

− ⋅ +

x y
K x y

x y x y
H  

)54(   
) هسته از نوع تكينه با -2 )2 1 2,  0,1,= + = …nA n n:  

( )
( )( )

1
2 2 2 4 2

1 1,
2

2
π

α α

=

− ⋅ +

K x y

x y x y
H  

)55(   
 هسته از نوع لگاريتمي با -3

( )( )2 1 1 ,  0,1,= + + = …nA n n n:  

)56(

( ) (

( )( )

2

2

1
2 2 2 4 22

1, ln 1
4

2   

2

πα

α

α α α

= +

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟− ⋅ + + − ⎟⎠

HK x y

x y x y x y

  

  

تعيين شتاب گراني متوسط در : بررسي موردي   4
  منطقه ايران

يل با درجه و مرتبه هاي ژئوپتانس در اين بخش كاربرد مدل
 براي   هاي هماهنگ هاي رقومي زمين و اسپيلاين بالا، مدل

يك   تعيين شتاب گراني متوسط در شبكه ترازيابي درجه
  .شود ايران عرضه مي

براي تعيين پتانسيل گراني تفاضلي در روي سطح 
شتاب گراني حاصل ) 1(هاي مرزي  بيضوي مرجع از داده

) BGI) 2د در بانك داده سنجي زميني موجو از گراني
هاي  داده) 3(يك و   هاي طول و عرض نجومي درجه داده

 1در شكل .  استفاده شداي سنجي ماهواره حاصل از ارتفاع
 استفاده BGIهاي شتاب گراني در بانك داده  توزيع داده

 2شكل . شده در اين تحقيق نشان داده شده است
مثابه داده  ده بهدهنده موقعيت نقاط نجومي مورد استفا نشان

تغييرات ژئوئيد دريايي استفاده . مرزي در اين تحقيق است
شده درحكم داده مرزي در مسئله مقدار مرزي با مرز 

منظور  به.  نشان داده شده است3آزاد در شكل -ثابت
محاسبه ژئوئيد دريايي از رابطه زير استفاده شده است 

  ):2005صفري و همكاران، (
)57(                                              MSL SSTN h h= −  

  دهنده ارتفاع سطح   نشانMSLhكه در رابطه فوق 
  دهنده توپوگرافي سطح    نشانSSThمتوسط دريا و 

  جهت محاسبه سطح متوسط دريا از مدل . دريا است
  اين مدل سطح .  استفاده شدCSRMSS95جهاني 

  سنجي  متوسط آب دريا از مشاهدات ارتفاع
  منظور محاسبه اين  به. اي حاصل شده است ماهواره

  هاي حاصل از  سطح متوسط از داده
   ERS-1، ماهواره TOPEX/POSEIDONاره ماهو

  كيم و ( استفاده شده است Geosatو ماهواره 
  براي محاسبه توپوگرافي سطح ). 1995همكاران، 

مدل  آب دريا در خليج فارس و درياي عمان نيز از
)Global Parallel Ocean Circulation Model (

POCM-4Bاين مدل از راه .  استفاده شده است  
و ) Wind stress field( باد   وزانه ميدان تنشمشاهدات ر

هاي گرمايي سطح متوسط آب   مشاهدات ماهانه جريان
 1994 تا 1987از ) Mean sea surface heat fluxes(دريا 
اين مدل ). 1996استامر و همكاران، (دست آمده است  به

 بيان 360هاي كروي تا درجه و مرتبه    از بسط هماهنگ
  ).1998رپ، (شود  مي

  
  .BGIتوزيع نقاط در بانك داده  .1شكل
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تغييرات ژئوئيد دريـايي در خلـيج فـارس حاصـل از مـشاهدات               .3شكل

  .اي سنجي ماهواره ارتفاع
  

داده مرزي در مسئله مقدار دو هاي فوق درحكم  داده
.  استفاده شد1آزاد داده شده در جدول -مرزي با مرز ثابت

با حل اين مسئله مقدار مرزي پتانسيل گراني تفاضلي روي 
براي جزئيات مربوط به . شود  سطح بيضوي مرجع تعيين مي

نحوة حل اين مسئله مقدار مرزي و تعيين پتانسيل گراني 
اردلان و (توان به  تفاضلي روي سطح بيضوي مرجع مي

عه مراج) 2005صفري و همكاران، (و ) 2004صفري، 
دهنده تغييرات پتانسيل گراني تفاضلي   نشان4شكل . كرد

هاي مرزي فوق  حاصل از حل مسئله مقدار مرزي با داده
صفري، اردلان و (در روي سطح بيضوي مرجع است 

2004 .(  
با در اختيار داشتن پتانسيل گراني تفاضلي روي 

 را براي تعيين 2توان مسئله مقدار مرزي جدول  بيضوي مي
 گراني تفاضلي در هر نقطه خارج بيضوي حل پتانسيل
 عرضه   هاي هماهنگ كار از روش اسپيلاين براي اين. كرد

 براي اين كار از يك .شده در بخش قبل استفاده شد

)پواسون - آبل  ياب درون )1=nA با inf 0.996α
σ

⎛ ⎞⎟⎜ = ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 

رسازي براساس  تغييرات پارامتر هموا5شكل . استفاده شد
 و وهبا، 1998هانسن، (دهد   را نشان ميGCVروش 

براساس اين روش پارامتر هموارسازي بهينه برابر ). 1990
104.5278 بعد از حل مسئله مقدار .  حاصل شد×−10

مرزي براي پتانسيل گراني تفاضلي با اعمال عملگرهاي 
تاب گراني هاي گراني نظير ش توان ساير كميت خطي مي

ارتباط بين ). 2005جكلي، (دست آورد  تفاضلي را به
 و پتانسيل گراني تفاضلي LδΓشتاب گراني تفاضلي 

LWδاردلان (شود  صورت زير تعريف مي ه در هر نقطه ب
  ):2004 و گرافارند،

)58(                                                 L LW
γ

δ δΓ = ∇e  

كه در رابطه فوق 
γ

∇eدر راستاي بردار   مفهوم گراديان  به 
لذا براي تعيين شتاب گراني تفاضلي در .  استγeمرجع 

توان عملگر  هر نقطه از فضاي خارج بيضوي مرجع مي
   گراديان

γ
∇e را به پتانسيل گراني تفاضلي LWδ حاصل 

دهنده   نشان6شكل . از جواب مسئله ديريكله اعمال كرد
شتاب گراني تفاضلي روي سطح بيضوي مرجع تغييرات 

  .است
اكنون با در اختيار داشتن پتانسيل گراني تفاضلي در 

توان شتاب  منطقه ايران حاصل از حل مسئله ديريكله مي
گراني متوسط را در نقاط گوناگون منطقه ايران از روش 

تغييرات ارتفاعي در ايران . دست آورد پيشنهاد شده به
.  نشان داده شده است7 در شكل SRTMحاصل از مدل 

 به پتانسيل گراني تفاضلي در نقطه   با اعمال عملگر گراديان
توان شتاب گراني تفاضلي را  واقع در ارتفاع متوسط مي

دهنده تغييرات شتاب گراني   نشان8شكل . محاسبه كرد
تفاضلي محاسبه شده در نقاط با ارتفاع متوسط در منطقه 

 معلوم بودن شتاب گراني تفاضلي، اكنون با. ايران است
دست آوردن شتاب گراني متوسط اثرات ميدان  منظور به به
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هاي در فاصله نزديك در نقطه با ارتفاع  مرجع و اثر جرم
  .شود متوسط بازگردانده مي

 نقشه تغييرات شتاب گراني مرجع حاصل از 9شكل
 و اثر ميدان گريز 360هاي تا درجه و مرتبه    بسط هماهنگ

ز مركز محاسبه شده در نقاط با ارتفاع متوسط در منطقه ا
 اثر ميدان جاذبه از منظور محاسبه به. دهد ايران را نشان مي
 حاصل از 360هاي بيضوي تا درجه و مرتبه  بسط هماهنگ

فورست و همكاران،  (EIGEN-GL04Cمدل ژئوپتانسيل 
صورت كروي  ضرايب اين مدل به. استفاده شد) 2005

هاي     استفاده از رابطه بين ضرايب هماهنگاست كه با
بيضوي و كروي، ضرايب اين مدل در دستگاه بيضوي 

دهنده    نشان10شكل ). 1988جكلي، (استخراج شد 
هاي درفاصله نزديك در نقطه مورد  تغييرات اثر جرم

هاي در فاصله  منظور محاسبه اثر جرم به. محاسبه است
روش پيشنهادي  كيلومتر اطراف نقطه از 55نزديك 

نقشه تغييرات شتاب . استفاده شد) 2004اردلان و صفري، (
هاي بيضوي تا درجه و    گراني حاصل از بسط هماهنگ

هاي در فاصله  ، اثر ميدان گريز و اثر جرم360مرتبه 
نزديك در نقطه با ارتفاع متوسط در منطقه ايران در شكل 

راني با در اختيار داشتن شتاب گ.  آورده شده است11
 كيلومتر 55هاي در فاصله نزديك  تفاضلي، اثر جرم

اطراف نقطه مورد محاسبه و شتاب گراني مرجع حاصل از 
 و اثر ميدان گريز 360هاي تا درجه و مرتبه    بسط هماهنگ

توان  از مركز محاسبه شده در نقطه با ارتفاع متوسط مي
دهنده   نشان12شكل . شتاب گراني متوسط را تعيين كرد

ييرات شتاب گراني متوسط در نقاط با ارتفاع متوسط در تغ
  . منطقه ايران است

هيسكانن و موريتز، (روش پيشنهادي با روش هلمرت 
براي محاسبه شتاب گراني متوسط در نقاط با ) 1967

ارتفاع متوسط در محل نقاط ترازيابي درجه يك ايران 
 نشان 14مقايسه، و نتيجه اختلاف در شكل ) 13شكل (
  . ده شده استدا

  هاي بررسي روش  يكي ديگر از راه
  پيشنهادي، محاسبه شتاب گراني در نقاط شبكه 

  منظور   اين  به. است) 13شكل (ترازيابي دقيق ايران 
  ابتدا با استفاده از روش پيشنهادي در نقاط شبكه 
  ترازيابي دقيق ايران، شتاب گراني تفاضلي توليد شد 

  تاب گراني اثرات حذف منظور محاسبه ش  و سپس به
  هاي در فاصله نزديك،  شده، شامل اثر حاصل از جرم

   360هاي تا درجه و مرتبه    اثر حاصل از بسط هماهنگ
  شتاب گراني . و اثر گريز از مركز بازگردانده شد

  گيري  محاسبه شده در اين نقاط با شتاب گراني اندازه
  مقايسه اطلاعات آماري مربوط به اين . شده مقايسه شد

   اين آزمون دوباره با استفاده.  آمده است3در جدول 
) 2005صفري و همكاران، (پواسون -از انتگرال آبل
  پواسون -با استفاده از انتگرال آبل. صورت گرفت

    شتاب گراني تفاضلي در نقاط شبكه ترازيابي درجه
  منظور محاسبه شتاب گراني  يك ايران توليد شد و به

  . ثرات حذف شده بازگردانده شددر اين نقاط، ا
  شتاب گراني محاسبه شده به اين روش در اين نقاط، 

اطلاعات آماري گيري شده مقايسه و  با شتاب گراني اندازه
مقايسه نتايج .  آورده شد4مربوط به اين مقايسه در جدول 

خوبي برتري روش پيشنهادي را بر    به4 و 3هاي  در جدول
  .دهد پواسون نشان مي-رال آبلاستفاده مستقيم از انتگ
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تغييرات پتانسيل گراني تفاضـلي روي سـطح بيـضوي مرجـع در              .4شكل

  .منطقه ايران
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  و نقطه حداقل منحني درحكم پارامتر هموارسازي       GCVمنحني   .5شكل

104.5278 10−×.  
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  .تغييرات شتاب گراني تفاضلي روي سطح بيضوي مرجع .6شكل
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  .SRTMييرات ارتفاع در منطقه ايران حاصل از مدل تغ .7شكل
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نقشه تغييرات شتاب گراني تفاضلي در نقطه با ارتفاع متوسـط در             .8شكل

  .منطقه ايران براساس روش پيشنهادي
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هـاي     نقشه تغييرات شتاب گراني مرجع حاصل از بسط هماهنـگ          .9شكل

كـز در نقطـه    و اثر ميدان گريز از مر360بيضوي تا درجه و مرتبه     
  .با ارتفاع متوسط در منطقه ايران
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هاي در فاصله نزديك در نقطه بـا ارتفـاع           نقشه تغييرات اثر جرم    .10شكل

  .متوسط در منطقه ايران
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هـاي   نقشه تغييـرات شـتاب گرانـي حاصـل از بـسط هماهنـگ              .11شكل

هـاي در   ، اثر ميدان گريز و اثر جرم360بيضوي تا درجه و مرتبه      
  .ديك در نقطه با ارتفاع متوسط در منطقه ايرانفاصله نز
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نقشه تغييرات شتاب گراني متوسط محاسبه شده براساس روش          .12شكل

  .پيشنهادي

  
  .توزيع نقاط در امتداد شبكه ترازيابي ايران .13شكل

  

اطلاعات آماري اختلاف بين شتاب گراني توليد شـده بـه روش            . 3جدول
يـك      هـاي شـبكه درجـه       گاهپيشنهادي و شتاب گرانـي در ايـست       

  ).گال  برحسب ميلي(
    كمينه  ميانگين    بيشينه  انحراف معيار

47.28  190.31  24.53− 287.83− 
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نقـشه تغييـرات تفـاوت شـتاب گرانـي متوسـط محاسـبه شـده               .14شكل

  .روش پيشنهادي و روش هلمرتبراساس 
  

 اطلاعات آماري اختلاف بين شتاب گراني توليد شده با اسـتفاده            .4جدول
هـاي   پواسون و شتاب گراني در ايستگاه     -مستقيم از انتگرال آبل   

  .)گال  برحسب ميلي(يك   شبكه درجه

   كمينه ميانگين   بيشينه انحراف معيار
52.920 10×  61.7608 10− ×

 
15104.59−  69.3566 10− ×

 
  

  گيري   بحث و نتيجه   5
در اين مقاله روشي جديد براي تعيين شتاب گراني متوسط 

هاي براساس محاسبه شتاب گراني تفاضلي، مدل
مزيت اين . هاي رقومي زمين عرضه شد ژئوپتانسيلي و مدل

هاي ژئوپتانسيل جديد با درجه و  ده از مدلروش در استفا
هاي رقومي زمين و استفاده از مشاهدات  مرتبه بالا، مدل

متفاوت ميدان گراني زمين در چارچوب يك مسئله مقدار 
از حل مسئله . مرزي براي تعيين شتاب گراني متوسط است

آزاد، پتانسيل گراني تفاضلي در سطح -مقدار مرزي ثابت
پتانسيل گراني تفاضلي در خارج . ن شدبيضوي مرجع تعيي

پس از حل . كند بيضوي مرجع در معادله لاپلاس صدق مي
مسئله ديريكله پتانسيل گراني تفاضلي در فضاي خارج 

،   پس از اعمال عملگر گراديان. بيضوي مرجع تعيين شد
. شتاب گراني تفاضلي، در نقطه با ارتفاع متوسط تعيين شد

ات حذف شده در اين نقطه شتاب پس از بازگرداندن اثر
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صورت  روش عرضه شده به. گراني متوسط محاسبه شد
طور موفقيت آميزي  عددي در منطقه جغرافيايي ايران به

  .آزمايش شد
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