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Exemple d’applications des théorémes de convergence

( Calcul Intégral) aux limites radiales des fonctions

Arsalan Chademan

( Faeulté Technique, Université de Téhéran )

Abstract

Cet article contient un résultat, probablement inédit, sur la limite radiale
des fonctions sousharmoniques. Mais il s’occupe avant tout d’un essai de méthode,
invitant ainsi les jeunes ingénieurs iraniens et les mathématiciens appliquées début-
ants A s’initier aux techniques fonctionnelles.

On poursuit le plan suivant : 1 - Position d’un probléme général ; 2- Cons-
truction d’un exemple type ; 3 - Effort avec une méthode plus élémentaire ;
4 - Retour au probléme général ; 5 - Rappels ; 6- Notes et références.

I. - Le résultat général se trouve dans la section 4. Dans le résumé , il est
préférable de le présenter en premier lieu.

DEFINITION. - Soient S et C des parties de R® telles que Pintersection des
adhérences S et C soit non vide. Soit z, €S()C. On dira que « G fait un angle
avec S au point z,» sila condition suivante est vérifide : il existe T’ et T comes
fermés ( non nécessairement convexes ) de R® tels que :

(i) rME={z};

(ii) au point z, , le germe de G (resp. S) est inclus dansle germe de T
(resp. £) .

THEOREME. - Soient v une fonction sousharmonique dans R?, S le support

du laplacien Av de v, z, un point de S et A une partie de R™ vérifiant z.€A. pour
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que la restriction de v a A soit continue en z, , i. e.
imv(z)=v(z) , (z€A, z — z,),

il suffit que A fasse un angle avec S au point z, .

Ce résultat est analogue au théoréme de limites radiales « non tangenticlles»
de Fatou ( voir par exemple [6]); mais ce n’est qu’unc apparence. Il se rapproche
plutdt du fameux théoréme d’Evans - Vasilesco ( voir par exemple [4] , page 49) ;
mais il n’en est pas un simple corollaire ! Il est facile de donner des exemples pour

voir que la condition A{"S= 2 ne peut pas substituer la conditlon indiquée.

II. - Parlons un peu des trois premiéres sections:

1 - Soit f une fonction a valeurs dans la droite achevée [ —o, +o] définie
sur un domaine D de R® (n> 2) ; f est supposée d’une certaine classe P. Il s’agit
d’¢udier les rayons de continuité de f représentés par la partie A¢ (z, ) dela
sphére unité :

(1) Ar(z,)={z€R* | |z|l=1 | lim f(z,4tz)=f(z,) };
t>o

t—> o

z, est un point de discontinuité de f.

La classe Psera ici la classe des fonctions sousharmoniques. Des problémes
de construction et de détermination se posent.

2 - Construire une fonction sousharmonique dans le plan R? a valeurs posit-
ives (> o) discontinue & l'origine et telle que A, ( O)={(1,0)}. La réponse

typique est donnée par v = exp (w) , ou :

w(z) =2 a, Log | z—q, |
(2) n>1

(@n) et (qg,) sont deux suites données de nombres rels tels que :

(1) l=ay , @, >ap1>0 , Za,< +4ow;
(ll) 1=q1 s 9n=> 41, hmqnz ° 3
(i) —o < ¥ ajlogq,

n>|

La démonstration utilise de maniére essentielle le théoréme de la convergence

dominée de Lebesgue , et aussi la convergence vague d’une série de mesures.
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3. - Donner une estimation, pour la fonction w de la section précédente, de
(3) H(o) =limsupw(re®) —lim infw (re®), (r>o,r - o),
sans utiliser les théorémes de convergence du calcul intégral.
La méthode utilisée pourra servir ailleurs. Cependant, elle est assez pénible et
n’abboutit finalement qu’au résultat suivant :

——g—\<|e|<r; H (¢) < (Sa,)Log L , si0<le|<—12t—.

H(e)=0,si

5ind
Or, nous avions prouvé dans la section 2, grice a des instruments de

V’analyse fonctionnelle ( accessibles aux jeunes ingénieurs), le vrai résultat H(e)=0

pour 0 < |8 m.
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