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چندمحصولی با درنظرگرفتن ضایعات تحت تصادفی  کنترل موجودیمدل 

 سیاست پرداخت معوقه
 

2حسنیو محمد *1زادهطالعی عطاالله


 دانشگاه تهران استادیار دانشکدة مهندسی صنایع .1

 واحد تهران جنوب ،دانشگاه آزاد اسلامی عیصنا یمهندس ةدانشکددانشجوی کارشناسی ارشد  .2
 

 (27/12/93ـ تاریخ تصویب  19/12/93شده   ـ تاریخ دریافت روایت اصلاح 07/08/93)تاریخ دریافت 

 چکیده
هـای متفـاوتی   رود. این مـدل فرضـیه  کار میگسترده به طور بهی کلاسیک کنترل موجودی است که ها مدلمدل مقدار تولید اقتصادی، یکی از 

است که کیفیت تمـامی قطعـات تولیـدی، کامـل و      نیبر افرض  ها پژوهش. در اغلب کند یمی محدود دارد که استفاده از آن را در شرایط واقع

ة عوامل مختلف مانند کیفیت پایین تولید، مواد اولیة معیوب و...، قطعاتی نامرغوب تولید شوند. از جیدرنتمناسب است، اما در عمل ممکن است 

دریافـت کـا  هزینـة آن را پرداخـت      محض بهاست که تولیدکننده  نیبر اهمواره فرض  ی کنترل موجودی کلاسیک،ها ستمیسسوی دیگر، در 

بدهی، مهلت معینی به  بازپرداختیک سیاست تشویقی برای جذب مشتریان بیشتر، برای  عنوان به کننده نیتأمممکن است  که یدرحال  ندک یم

ی و سیاست پرداخت کار دوبارهچندکا یی، با درنظرگرفتن تولید کا ی معیوب،  تولیدکننده بدهد. در این مقاله، یک مدل مقدار تولید اقتصادی

شـود. هـدف   . در این پژوهش با استفاده از روشی جبری به حل مدل پرداختـه مـی  شود یممعوقه در شرایط ظرفیت محدود تولید، توسعه داده 

 هزینة تولیدکننده مینیمم شود. که ینحو به اصلی تعیین حجم تولید بهینه، حجم کمبود بهینه و طول سیکل بهینه است 
 

 ی، کنترل موجودی.کار دوبارهاقلام معیوب، پرداخت معوقه،  هایکلیدی:واژه

 

 مقدمه
های پرکـاربرد کنتـرل موجـودی، مـدل مقـدار       مدل یکی از

هایی کـه در ایـن مـدل بـه کـار       تولید اقتصادی است. فرض

هـای   نونی سیستمها را برای شرایط ک رفته است، کاربرد آن

ها باید تا حد امکـان  کند. پس این روش تولیدی محدود می

 اسـت ها فرض بر ایـن   در اغلب پژوهش کنار گذاشته شوند.

 اما است، کامل و مناسب ،تمامی قطعات تولیدی که کیفیت

کیفیـت   مانندعوامل مختلف  ةجیدر عمل ممکن است درنت

تولیـد   یت نامرغوبقطعا، معیوب و... ةپایین تولید، مواد اولی

اقتصـادی بـا    تولیـد  یـزان م ةمسئل ،اخیر یها شوند. در سال

ــاره  ــرفتن دوب ــار درنظرگ ــوب  یک ــات معی ــویقطع  ، از س

فرض شده  حاضر ةاست. در مطالع شدهپژوهشگران بررسی 

سـالم   ةبه قطع ـ یکار پس از دوباره ،است که تمامی قطعات

. دشــو یضــایعاتی تولیــد نمــ گونــه چیو هــ انــدشــده تبــدیل

-تولید کا ی معیوب و هزینة ایجاد شده بـه  ریتأثهمچنین 

 ،انباشـته  ةدر تعیین میـزان بهین ـ  1یکار فرایند دوباره دلیل

کـل   یها نهیکردن هزبررسی و مقدار بهینه از طریق کمینه

 هـای  یهاز فرض ـ یک ـی گـر، ید سویاز . دوشمیسیستم ارائه 

ه همـوار  ،کیکلاس ـ یموجـود  کنترل یها ستمیدر س یاصل

کـا ،   افـت یمحـض در  بـه  تولیدکننـده بـوده اسـت کـه     نیا

 رد کـه  یدرحـال   درا پرداخت کن ـکا   دیخر ةنیپرداخت هز

بـه   ،نـه یپرداخت هز ، برایکننده نیممکن است تأم تیواقع

 ةکـه بـه معامل ـ    هویش ـ نی. ابدهد ینیت معهلم تولیدکننده

 بـرای  یقیتشـو  اسـت یعنـوان س  بـه  -معروف است 2یاعتبار

اعمـال   کننـدگان  نیتـأم  یاز سـو  ،شـتر یب انیرجذب مشـت 

 تواند یم تولیدکنندهاست که  نیتوجه اشایان ة. نکتشود یم

 خـود  ی، بدهاش افتهی صیتخص یاعتبار ةدر هر زمان از دور

عبـارت   اضافه نپردازد. به ةبهر گونه چیو ه کندبازپرداخت  را

 ،یاعتبــار دیــخر در یموجــود کنتــرل ســتمیدر س ،گــرید
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بـه اعتبـار    کننـده  نیتـأم  رد،یگ یسفارش صورت م کهیزمان

 ریرا با تأخ دیخر ةنیکه هز دهد یاجازه م به وی تولیدکننده

 یموجـود  ستمیس یها نهی، هزیاعتبار ةپرداخت کند. معامل

 هـا  سـتم یس نیدر ا گری، دکیو روابط کلاس دهد یم رییرا تغ

و  یموجـود  سـتم یهـر س  یها نهیهز ،نیبنابرا  ستیصادق ن

 یادتعد پسمحاسبه شوند.  دوباره یدها با آن ةنیبه تاسیس

 یموجـود  کنتـرل  یهـا  سـتم یس ةکننـد  سـاده  یها از فرض

درآمـد   یشکل که برا نیبد  شوند یکنار گذاشته م کیکلاس

 هـا آن دی ـکـه هنـوز پـول خر    هاییاز فروش محصول یناش

، سـود  شـود  یم ـ یپرداخت نشده است و در بانـک نگهـدار  

نـدارد کـه زمـان     یلزوم ـ نی. همچن ـشـود  یگرفته م درنظر

باشـد. از   کلیهمان س ـ انیاز پا پیشمعوقه،  ةنیپرداخت هز

پرداخـت نشـده    د،ی ـخر ةن ـیکه هز یطیدر شرا ،گرید سوی

را  هیسـرما  یها نهیداخل انبار، هز یکا ها یبرا دیاست، نبا

 ةاز نرخ بهر شیب ه،یسرما ةنینرخ هز آنکه لحا  کرد. ضمن

 دیخر پولهنوز  است که ییش کا هاحاصل از فرو یافتیدر

ترتیـب، اهـداف پـژوهش    . بـدین پرداخت نشده اسـت  هاآن

مدل ریاضی برای یـک سیسـتم    ةارائ .1 از: اند عبارتحاضر 

 در یکــار ینــد دوبــارهاچنــدکا یی بــا فر یکنتــرل موجــود

 دکننـده یتول ةهزین ـ کـه  ینحـو  بـه  ،سیاست خرید اعتبـاری 

. تعیـین حجـم   3بهینه   . تعیین حجم تولید2  حداقل شود

ی هــا مــدل . تعیــین طــول دورة بهینــه.4کمبــود بهینــه و 

کلاسیک مقدار سفارش اقتصادی و مقدار تولیـد اقتصـادی،   

ی مختلف برای کنترل موجودی ها نهیزمگسترده در  طور به

هـایی  شـرایط و فرضـیه   ها مدل. از سویی این ندور یمکار به

ــورد    ــر م ــی کمت ــرایط واقع ــه در ش ــد ک ــول دارن ــد و قب ان

ی هـا  جنبـه ی متفـاوت، بایـد از   کاربردهادلیل برای  همین به

در  هـا  میتعم ـ نیتـر  مهممختلفی توسعه داده شوند. یکی از 

 3ی کنترل موجودی، افزودن مباحث کنترل کیفیـت ها مدل

ی کلاسیک موجـودی را ابتـدا هـریس    ها مدلست. ها آنبه 

 هـا  ارشسـف ، ها مدلمطرح کرد. در این  1915[ در سال 1]

، کمبود موجودی مطرح نبود شدند یمآنی دریافت  صورت به

و همة پارامترها قطعی درنظر گرفته شـده بودنـد. هـادلی و    

در  هـا  آنچندین مدل قطعی را گسـترش دادنـد.    [2ویتن ]

فـرض مجـازبودن کمبـود را بررسـی کردنـد و       شانیها مدل

. ( را بهبود بخشـیدند 1915ترتیب، مدل اولیة هریس )بدین

ی کلاسیک مقدار تولیـد اقتصـادی را بـا    ها مدل[ 3دارویچ ]

ی متغیـر  سـاز  آمـاده مجازدانستن کمبود موجودی و هزینـة  

ی از تابع هدف، مقادیر ریگ مشتقکمک ارائه کرد و سپس به

آورد. فرد پیشگام در زمینة تلفیـق مسـائل    دستبهبهینه را 

ــوس ]  ــرل موجــودی پرت ــت و کنت ــرل کیفی [ اســت. 4کنت

رگرفتن کیفیت محصول در مسائل کنتـرل موجـودی،   درنظ

بــا ارائــة ایــن مقالــه مــورد توجــه پژوهشــگران واقــع شــد.  

ــگ ] ــرای سیســتم  5گروبســترام و وان ــالی ب ــدلی احتم [ م

ــولی و   ــودی چندمحص ــهموج ــدودیت  ا چندمرحل ــا مح ی ب

کارگیری ارزش زمانی پول ارائه دادند و ظرفیت تولید را با به

 بیـان کردنـد.   هـا  نـه یهزمجموع  کردنهدف مدل را حداقل

ابـزار   عنـوان  بـه ی پویـا و  زی ـر برنامهبرای حل مدل، از  ها آن

 -تحلیـل ورودی  و ساخت مدل، از تبدیل  پـلاس و تجزیـه  

[ با بررسـی مـدل   6خروجی استفاده کردند. روزنلات و لی ]

های معیـوب بـه ایـن نتیجـه رسـیدند کـه       تولید و محصول

ب سبب کاهش اندازة دستة های معیودرنظرگرفتن محصول

همچنین در مقالة دیگری، با این فرض  ها آن. شود یمتولید 

که قطعات ممکن است بـه وضـعیت خـارج از کنتـرل وارد     

و  زاده یطالعشوند، مقولة بازرسی قطعات را مطرح ساختند. 

ــاران ] ــد اقتصــادی    [7همک ــدار تولی ــدل مق ــعة م ــه توس ب

خــود درنظــر  مـدل  درتولیـد ضــایعات را   هــا آنپرداختنـد.  

ی، کـار  دوبـاره که پس از پایان فراینـد   صورت نیبدگرفتند  

 هــا نــهیهزهمچنــان ضــایعات وجــود دارد و ســبب افــزایش 

مدل مقدار تولید اقتصـادی را   [8. چان و همکاران ]شود یم

با درنظرگرفتن فروش بخشی از قطعـات معیـوب بـا قیمـت     

 ورتص ـ بـه ی و بخشـی  کـار  دوبـاره  صـورت  بهکمتر، بخشی 

برای فروش قطعات معیوب با  ها آنضایعات گسترش دادند. 

شناسـایی توسـط    محـض  بهفروش »قیمت کمتر، سه حالت 

یـک   صـورت  بـه در پایـان زمـان تولیـد    »، «عملیات بازرسی

را درنظـر  « کجـا ی صورت بهدر پایان زمان سیکل »و « دسته

[ اولین مدلی بود که مدل 9گرفتند. پژوهش سلامه و جابر ]

کنندة کا ی ر سفارش اقتصادی را برای خریدار دریافتمقدا
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به توسعة یک  [10و همکاران ] زاده یطالعمعیوب ارائه داد. 

یـک   ها آنمدل کنترل موجودی با وقفه در تولید پرداختند. 

مدل مقدار تولید اقتصـادی، بـا وقفـه در تولیـد، ضـایعات و      

[ مدلی 11همکاران ] ی را درنظر گرفتند. سارکر وکار دوباره

ــا درنظرگــرفتن  ــارهرا ب ی در یــک سیســتم تولیــد کــار دوب

بـا   توسـعه دادنـد و   شـده  یزیر برنامهکمبود  ی وا مرحله تک

درنظرگرفتن میزان ضایعات تصادفی، به توسـعة یـک مـدل    

بار . خرید اعتباری، برای نخستینپرداختندکنترل موجودی 

آنـان   [ توسعه داده شـد. بعـد از  12از سوی هالی و هیگنز ]

ی را در ا نـه یبه[ سیاست بازپرسـازی  13چپمن و همکاران ]

شــرایط متفــاوتی ماننــد مــدل کلاســیک مقــدار ســفارش  

که کا هـا در دورة اعتبـاری    اقتصادی، پرداخت هزینة زمانی

و پرداخـت بعضـی از کا هـا بعـد از یـک       روند یمبه فروش 

[ بـا فـرض   14آوردند. آباد و جاگی ] دستبهدورة مشخص، 

خریـدار را   -ابری بهرة دریافتی و پرداختی، مدل فروشندهبر

داشـتن یـا نداشـتن فروشـنده و خریـدار      در شرایط شراکت

ی را برای خریدار و فروشنده ا نهیبهتوسعه دادند و سیاستی 

ــه ــودن   دســتب ــة برابرنب ــد. از ســوی دیگــر، در زمین آوردن

[ مـدل گویـال   15، چانگ و هانگ ]دوفروشیخری ها نهیهز

( را در شرایطی توسعه دادند که خریدار مقـداری از  1985)

کل هزینة خرید را در انتهـای دورة اعتبـاری بـه فروشـنده     

و مابقی هزینه را از طریق وام بـانکی بـه فروشـنده     دهد یم

( 1985[ مدل گویـال ) 16. چانگ و هانگ ]کند یمپرداخت 

را در شرایطی برای مدل مقـدار سـفارش اقتصـادی توسـعه     

درصـدی از کا هـا معیـوب باشـند. همچنـین در       دادند که

شرایطی که دورة اعتباری وابسته بـه دو دوره باشـد و بهـرة    

پرداختی پیشنهادی بانک، تصاعدی باشد. مطالعة خـوجی و  

اولـین پژوهشـی درنظـر گرفـت کـه       توان یم[ را 17مهرز ]

امکان پرداخت معوقه را وابسـته بـه سـطح سـفارش کـرده      

تنها درصورتی بـه خریـدار    کننده نیتأم است. در این مقاله،

که سطح سفارش از میزان  دهد یمامکان پرداخت معوقه را 

در  یمـورد بررس ـ  ةمسئل یچارچوب اصل معینی با تر باشد.

سـفارش   یبـرا  تولیدکننـده  شرح است کهبدین تحقیق نیا

در  کننـده  نیتـأم  کی ـخـود بـا    هـای دسته از محصول کی

ایـن اختیـار را بـه تولیدکننـده      کننده نیتأم ارتباط است و

را بـا   شـده  دادههـای سـفارش  ی محصولها نهیهزتا  دهد یم

از لحـا  موقعیـت زمـانی نیـز زمـان      تأخیر پرداخت کنـد.  

. زمان پرداخت 1( شامل دو حالت است: M) معوقهپرداخت 

 ی از زمان قرار بگیرد که کمبود وجـود دارد  ا بازهمعوقه در 

ی از زمان قـرار بگیـرد کـه    ا بازهر . زمان پرداخت معوقه د2

 کمبود وجود ندارد.

بار مـدل کنتـرل موجـودی    در این مقاله، برای نخستین

کـه در   -ماشـینه مقدار تولید اقتصادی چندمحصولی و تـک 

ــوب،    ــای معی ــد کا ه ــس از تولی ــا  روآن، پ ــن کا ه ی ای

یـت بـه   درنهاگیـرد و همـة کا هـا     یم ـی صورت کار دوباره

بـا سیاسـت پرداخـت     -شـوند  یم ـتبدیل  کا های باکیفیت

شـود. از نکـات دیگـر حـائز اهمیـت،      معوقه توسعه داده می

درنظرگرفتن محدودیت ظرفیت در مدل مدنظر است کـه از  

گیـرد. شـایان   بودن تنها یک ماشین سرچشمه مـی دردست

ی تولیدی را کـه در  ها ستمیستمامی  توان یمذکر است که 

، از شـود  یم ـاشین تولید چند محصول از طریق یک م ها آن

شـده در ایـن مقالـه بهینـه سـاخت.      دادهطریق مدل توسعه

-تئنشکه  -ی تولیدها ستمیسمحدودیت ظرفیت در تمامی 

نیاز به تولیـد   -دردسترس است آ ت نیماشگرفته از تعداد 

ی موجودی را ها کلیسی بند زمانبهینه برای هر محصول و 

ــیش از دادهبراســاس مــدل توســعه ــیش ضــروری شــده ب پ

 سازد. می

سـازی آن، روش  درادامه، پس از تعریف مسـئله و مـدل  

. در بخش بعدی، مثال شود یمحل مربوط به هر حالت ارائه 

ی ارائـه  ری ـگ جـه ینتی و بند جمععددی و در بخش آخر نیز 

 .شود یم

 ی ریاضیساز مدل
 نمادگذاری:

 پارامترها

iPرخ تولید: ن i امین کا  برای هر دوره 

idنرخ تقاضا برای : i امین کا  برای هر دوره 

iK ی برای تولیدانداز راه: هزینة i  امین کا 
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iCهر واحد کا ی خام : هزینة خرید i ام 

iv هزینة تولید برای هر واحـد از : i     امـین کـا  شـامل

𝐶𝑖)هزینة خرید و هزینة بازرسی > 𝜐𝑖) 

iSقیمت فروش هر واحد از کا ی : i ام 

 M: کند یاعلام م خریداروقه که زمان پرداخت مع 

𝑏𝑖 هزینة نگهداری هر واحد از کـا ی : i اسـتثنای  بـه  ام

 بهرة دریافتی

𝑋𝑖درصد تولید : i  دشدهیتولامین کا ی معیوب 

𝑑𝑖 :  نـرخ تولیـد i   در دشـده یکـا ی معیـوب تول  امـین 

𝑑𝑖سیستم تولید:  = 𝑃𝑖𝑋𝑖 

𝑃𝑖
 امین کا ی معیوب i برای یکار دوباره: نرخ 1

𝐶𝑖
𝑅 ی برایکار دوباره: هزینة i امین کا ی معیوب 

𝑄𝑖میزان بستة تولید برای : i امین کا  در هر دوره 

𝑇طول دورة تولید : 

𝐼𝑖،کـه فراینـد   زمانی : با ترین سطح موجودی در دست

 شود یمتولید تمام 

𝐼𝑖
𝑀𝑎𝑥 زمـانی کـه   دسـت ودی در : با ترین سـطح موج ـ ،

 شود یمی تمام کار دوبارهفرایند 

𝐼𝑒 :دریافتی در یک سیکل ةنرخ بهر 

𝐼𝑐 :پرداختی در یک سیکل ةنرخ بهر 

𝑆𝐸𝑖 : ی ماشین برای کا ی انداز راهزمان  زم برایi ام 

𝑁 در یک سال ها دوره: تعداد 

𝑇𝐶𝑗(𝑇, 𝐵)وره در سال : هزینة کل موجودی برای یک د

 (j=1, 2, 3ام ) jبرای حالت 

𝑇𝐶𝑈𝑗(𝑇, 𝐵) هزینة سالیانة کل موجودی برای حالت :j 

 (j=1, 2, 3ام )

 مفروضات
 از نرخ تقاضاست. تر بزر نرخ تولید کا ی باکیفیت،  .1

ی بـه  کـار  دوبـاره ی معیوب، پس از فراینـد  کا هاهمة  .2

 .شوند یمکا ی باکیفیت تبدیل 

 یکسان است. کا هابرای همة طول دورة سیکل  .3

 .شود یم افت پسکل کمبود،  .4

شــده در ایــن مــدل، خریــد سیاســت تشــویقی لحــا  .5

 اعتباری است.

تابع هدف از نوع هزینه است و برای تولیدکننده درنظر  .6

 .شود یمگرفته 

 ی مشترک سیستم موجودیها نهیهز. 1
. کنـد  یم ـپیروی  1سیستم تولید موجودی، از الگوی شکل 

ی ا دورهی، کـار  دوبارهل برابر مجموع زمان تولید، طول سیک

، ولـی موجـودی مثبـت اسـت و     ردی ـگ ینمکه تولید صورت 

 دورة کمبود است  پس:

(1) 5

1

 k

i

k

T t 

ها بـا یـک دسـتگاه و ظرفیـت     از آنجاکه تمام محصول 

هـا بـا هـم    ، طول دورة همة محصولشوند یممحدود تولید 

 برابر است.

 داریم: 1س شکل براسا

(2) 1 ,   1,2,3,...,
 

i
i

i i i

it n
P d




 

(3) 2 
 

i
i

i i i

I
t

P d 
 

(4) 3

1 1

. .
 i i i i

i

i i i

X Q d Q
t

P P P

 

(5) max
4  i
i

i

I
t



 

 (6) 5 i
i

i

B
t




 

(7) ( ) i
i i i i i

i

Q
I P d B

P
     

(8) max 1 3

1
( ) 1 i i

i i i i i i i

i i i

d i
I I P t Q B

P P P

 


 
       

 

 

 :تیدرنهاو 

(9) 1 2 3 4 5 i
i i i i i

i

Q
T t t t t t


     

 

 همچنین خواهیم داشت:

(10) 1i

a it t  

(11) 1 2i i
b i i

i

Q
t t t

P
  

 

(12) 1 2 3

1

i i i i
c i i i

i i

Q X Q
t t t t

P P
    

 

(13) 1 2 3 4i i i
d i i i i

i

Q B
t t t t t
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 کاری . نمایش سیستم موجودی با درنظرگرفتن دوباره1 شکل

 

ی سیستم موجودی در هـر  ها نهیزهی مشترک ها مؤلفه

 از: اند عبارتدوره 

 هزینة تولید محصول 

(14) 
i iC Q 

 هزینة تعمیر کا های معیوب 

(15) R

i i iC X Q 
  یانداز راههزینة ثابت 

(16) 
iK 

 هزینة نگهداری کا ها، اعم از سالم و معیوب 

(17)    
2 21

1
2 2

1

i i i i i
i i i i

ii i i i
i

i

h X h h
B Q B Q

P
X

P



  

 
   
     
     
  

  افت پسهزینة کمبود 

(18)  
2

1 1

2 (1 )

i i

i i i i

b B

P X  

 
 

   

 . بهرة دریافتی و بهرة پرداختی2
𝑀 ،aبراســاس ارزش 

it  وd

it تــوان  دو حالــت کلــی را مــی

 درنظر گرفت:

1.  𝑀 < 𝑡𝑖
𝑎 

2. 
a d

i it M t 
 
 اند. نشان داده شده 3و  2های  این دو حالت، در شکل

 

 1.𝑀 < 𝑡𝑖
𝑎  ــدی از ــده درآم ــت، تولیدکنن ــن حال : در ای

را در این مـدت   𝐼𝑒آورد و بهرة  دست میبه Mتا  0لحظة 

  بنـابراین، بهـرة   کنـد  یم ـازای هر د ر در سـال دریافـت   به

 ر دوره برابر است با:دریافتی در ه

(19) 
 

2 2 2( ) ( )

2 2 2

i i i i i i i i i
i e i e

M P d M P d M
s I s I

    
  

    
درآمد حاصـل از   𝑀سوی دیگر، تولیدکننده در زمان  از

پـردازد، سـود آن را نگـه     شده را مـی  همة واحدهای فروخته

شده را بعد از  های فروخته دارد و پرداخت بهره بابت آیتم می

 کند. آغاز می 𝑀زمان 

 ر هر دوره برابر است با:بنابراین، بهرة پرداختی د

 2 2( )( ) ( )

2 2

i i

i i i a i i d i
i c

P d t M t M
v I

     
 

   
(20)  

22 2( ) ( )

2 ( ) 2 2

ii i i i i i i i
i c i i

i i i i i i

QP d B Q B P d M
v I Q M

P d   

  
     

     
2. a d

i it M t:  در این حالت، بهرة دریافتی در هر

 دوره عبارت است از:

  
2

[( ) ]

2 2

  
 

  

a
i i i i i i

i e

M M t M B
s I

 

(21)    
2 2

2 2( )

i i i

i e i i

i i i

M B
s I M B

P d





 
   

    

 

 

 

 

T 
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𝑴  پرداختی خریدار در حالت ةیافتی و بهردر ةنمودار بهر .2 شکل < 𝒕𝒂 

 

 
𝒕𝒅 دریافتی و پرداختی خریدار در حالت ةنمودار بهر .3 شکل ≤ 𝑴 < 𝒕𝒂 

 

 

 از سوی دیگر، بهرة پرداختی در این حالت برابر است با:

 2( )
2

di
i c i iv I t M

 
 

   
(22) 

   
2 22

2 2 2

i i ii i i
i c i i i i

i i i

B MQ Q B
v I M Q M B



  

 
      

    
توان هزینة کل موجودی در  ل با ، میبا توجه به استد 

 سازی، کاری، آماده های تولید، دوباره هر دوره را شامل هزینه

 نگهداری، کمبود، بهرة دریافتی و بهرة پرداختی تعریف کرد.

هزینة تولیدکننده را برای هر سه  توجه به مفروضات، تابع با

 آوریم. دست میحالت، جداگانه به

1.𝑀 < 𝑡𝑖
𝑎 کننده به تولیدکننـده   این حالت، تأمین: در

دهد که هزینة خرید مـواد اولیـه را در دورة    این اجازه را می

iکمبود پرداخت کند. بـا توجـه بـه     iQ T   1و
N

T
 ،

 آید: دست میصورت زیر به هزینة سالیانة تولیدکننده به

 1
1

( , )
( , ) Ri i

i i i i i i C j i

TC T B K
TCU T B C C X I M Q

T T
     

 
 

 
  

 

2

2

i i j

i C i e i i C i

P d M
I s I h I B

T
 


   

 
(23) 

 

 

 

 

T 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

  

 پرداختی ةبهر

دریافتی حاصل  ةبهر

 از تقاضای  اری

دریررافتی  ةبهررر

 افتپسکمبود 

 

   

 

 

T 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 پرداختی ةبهر

دریرررافتی  ةبهرررر

حاصل از تقاضای 

  اری

دریرررافتی  ةبهرررر

 افتکمبود پس
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2

1
1

2 2
1

i i i i
i i i C i i C

ii i
i

i

B X T
b h I h I

T P
X

P

 
 



 
    
        
      
  

کردن عبارات، از تغییر متغیرهای زیر استفاده برای ساده

 کنیم: می

(24) 1 R

i i i i i C jG C C X I M   
(25) 1 0i i i CW h I   
 

(26)  1 1
0

1

i
i i i i C

i
i

i

X
U b h I

X
P




 
 
    
   
 

 

(27) 1 1 0i
i i i C

i

R h I
P




 
    

  
بودن تولید، تابع نهایی هزینة با درنظرگرفتن چندکا یی

که  -تولیدکننده برای حالت اول
a

iM t به شـکل   -است

 شود: زیر محاسبه می
2

1 1

1 1
1 1

( , )
2

n n
i i i

i i i i

i i i i

U W T
TCU T B G B

T U




 

 
   

 
 

 
   

2

1

2

2

  


n
i i C i e i i j

i

K I s I P d M

T

  

 

(28) 
  2

1 1 1

1
1 2




n i i i i

i i

R U W T

U


 

2. a d

i it M t:  بــا جایگــذاری   1ماننــد حالــت

1
N

T
iو   iQ T  :خواهیم داشت 

2
2

( , )
( , )  i

i

TC T B
TCU T B

T
 

 R i
i i i i i C j i

K
C C X I M Q

T
    

 

 
 

 

2

2

i j

i C i e i i C i

M
I s I h I B

T


    

 

 
 

2

1

2
1 1

i i i i
i i i C

ii i
i i i

i i

B X s I
b h I

T
X P X

P P




 

   
         
                    

(29)  

 
  1

2

j i i i
i C i e i i C

i

M B T
I s I h I

T P

 
 

  
      

    

 سازی فرض کرد: توان برای ساده یهمچنین م

(30) 2 R

i i i i i C jG C C X I M    
(31) 2 0i i i CW h I    

(32) 

 2 1
0

1 1

i i i
i i i i C

i i
i i i

i i

X s I
U b h I

X P X
P P




 

   
          
                    

(33) 2 1 0i
i i i C

i

R h I
P




 
    

   
 

درنهایت، تابع هدف هزینة تولیدکننده برای حالـت دوم  

 شود: به شکل زیر ارائه می

 

 2

2 2
1

( , )
n

i i C i e i j

i i i

i i

W I s I M
TCU T B G

U

 




 
  

  


 
 

2
2 2

2 2
1 2

n
i C i e i ji i i

i

i i i i

I s I MU W T
B

T U U

 



  
    

  


 

   
2

2

1

2 1

2

i C i e
i i C i e i jn

i

i

I s I
K I s I M

U

T


 



 
   

 
 

 

(34) 
  2

2 2 2

2
1 2

n i i i i

i i

R U W T

U








 

 محدودیت ظرفیت تولید. 3

دلیل تولید چندین کا  توسـط یـک دسـتگاه، قطعـاً بـا      به 

شویم. برای اینکه تولیـد   محدودیت ظرفیت تولید مواجه می

یی که طی آن دستگاه در ها صورت گیرد، باید مجموع زمان

انــدازی  حــال تولیــد کا ســت، زمــان بازســازی و زمــان راه

دستگاه برای همة کا ها کمتر از طول دورة مشترک باشـد.  

 عبارت دیگر:به

(35) 1 2 3

1 1

n n

i i i i

i i

t t t SE T
 

    
 

 

 داریم: 35در معادلة  4تا  2های با قراردادن معادله

 

(36)  1

1
1 1

n n
i i i i

i

i ii i

P X P
T SE T

PP



 


  

 

 ، خواهیم داشت:تیدرنهاو 

 

(37) 
 
1

1

1
1

1

n

i

i
Min

n
i i i i

i i i

SE

T T
P X P

PP
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 روش حل

در این قسمت، برای پیداکردن طول سیکل، میزان کمبود و 

های سـادة جبـری و    درنهایت، حجم تولید بهینه، از عملیات

کنـیم. ایـن    استفاده می 4حسابی -نامعادلة میانگین هندسی

𝑎دهـد کـه اگـر     نامساوی نشان می > 𝑏و   0 >  گـاه آن ،0
𝑎+𝑏

2
≥ √𝑎𝑏 افتـد   . تساوی در این نابرابری، زمانی اتفاق می

𝑎که  = 𝑏 .باشد 

1.𝑀 < 𝑡𝑖
𝑎 1کـردن  : برای مینـیمم( , )iTCU T B  در

 :میده یماجازه  29معادلة 

(38) 
2

1

1
0

 
  

 

i i
i

i

W T
B

U

 

 بنابراین،

(39) 1

1
 i i

i

i

W T
B

U

 

تــابع هزینــه  28در معادلــة  39بــا جایگــذاری معادلــة 

 :دیآ یدرمزیر  صورت به

   
2

1

1 1

2
( , )

2

n n
i i C i e i i j

i i i

i i

K I s I P d M
TCU T B G

T




 

  
  

 
 

(40) 
  2

1 1 1

1
1 2

n i i i i

i i

R U W T

U








 

تابع  .1لم 
2

1 1 1i i iR U W .مثبت است 

 در پیوست آمده است. 1اثبات لم  اثبات:

 

ــا ــه بـــ ــم   توجـــ ــه لـــ ــام، 1بـــ ــه یهنگـــ  کـــ

   
2

2   i i C i e i i jK I s I P d M  مثبــت اســت، ســه شــرط

از  تـوان  یم ـ، نیبنـابرا   شـود  یمتأیید  2010بارون در سال 

یـک روش   عنـوان  بـه هندسـی،   -میانگین حسـابی  نامعادلة

رسـاندن هزینـة کـل موجـودی     حـداقل ی برای بهساز نهیبه

 استفاده کرد.

(41) 
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n
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TCU T B G
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1
1 1

2
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کــردن تــابع هزینــه، ایــن نــابرابری بایــد ی مینــیممبــرا

تساوی برقـرار شـود و ایـن تسـاوی زمـانی اتفـاق        صورت به

 که: افتد یم

    
2

1

2

2

n
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K I s I P d M

T





  


 

(42)   2
1 1 1

1
1 2

n i i i i

i i

R U W T

U








 
 درنتیجه داریم:
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برای اطمینـان از اینکـه    a

iM t     اسـت، بـا اسـتفاده از

1at t 2 معادلـــة ،d PX  1و

1
 i i

i

i

W T
B

U

 خـــواهیم ،

داشت 
1

1

(P d ) 
 i i i i i

i i

M U
T

W




 43 و با جایگـذاری معادلـة   

تنهـا اگـر    رسیم که اگـر و  در این نامعادله به این نتیجه می

1

1

2


 
n

i i

i

K  ،باشــد a

iM t ــه 1iکــه  نحــوی اســت  ب
 

 شود: صورت زیر بیان می به

 
  2

1 1 12
1

21

1 1
1

n i i i i
i i

i i i i

ii i i

R U W
M U

P d
W U




 

    
      

   
 



 
(44)    

2

1

n

i C i e i i j

i

I s I P d M


  
 

 

 دسـت به 39از معادلة  𝐵𝑖و  43از معادلة  Tرو،  از این 

، مینیمم هزینة تولیدکننده، از معادلة زیـر  جهیدرنت. ندیآ یم

 :شود یممحاسبه 

(45) 
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1درمقابـــل، اگـــر  

1

2


 
n

i i

i

K    باشـــد، بـــرای هـــر

𝑇1 > 𝑇2 >
𝑀𝑖𝑈𝑖

1(𝑃𝑖−𝑑𝑖−𝜆𝑖)

𝑊𝑖
1𝜆𝑖

>  داریم: 0

 1 2 1 1(T ) (T ) 0TCU TCU   
بنابراین، تـابع هزینـه در ایـن حالـت، یـک تـابع اکیـدا         

ــعود ــازة ص 1ی در ب

1

(P d )
,

  
 

 

i i i i i

i i

M U

W





ــیمم    ــت و مین اس

 ندارد.
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ــر  .2.1لفففم 1اگـ

1

2


 
n

i i

i

K   ــدار ــد، مقـ باشـ

اسـت   ، مقدار بهینة دورة سیکل43از معادلة  𝑇آمده دست به

 .کند یمکه تابع هزینه را مینیمم 

1. اگر 2

1

2


 
n

i i

i

K  ی بـرای  ا نهیبهباشد، مقدار𝑇 

 وجود ندارد که تابع هزینه را مینیمم کند.

 

2. a d

i it M t:  ماننـد حالــت اول بـرای مینــیمم-

)2کردن  , )iTCU T B  فرض کنید: 34در معادلة 
 

(46)  
2

2

2 2
0

  
    

  

i C i e i ji i
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I s I MW T
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 :جهیدرنت
 

(47)  2
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I s I MW T
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U U

   

تابع هزینـه   34در معادلة  46حال با جایگذاری معادلة  

 :شود یمزیر حاصل  صورت به
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تابع  .3لم 
2

2 2 2i i iR U W .مثبت است 

 ،iبرای هـر  که زمانی شود.، اثبات می1: مانند لم اثبات

   
2

2
2 1

 
   

 

i C i e
i i C i e i j

i

I s I
K I s I M

U


   مثبــــت

است، مشابه استد لی که برای حالت اول آوردیم، نامعادلـة  

روش  عنــوان بــه تــوان یمــهندســی را  –میــانگین حســابی

کار کل موجودی بهرساندن هزینة حداقلی برای بهساز نهیبه

 برد.
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 که: دهد یمو تساوی زمانی رخ 

   
2

2

1

2 1 i C i e
i i C i e i jn

i

i

I s I
K I s I M

U

T


 



 
   

 


 
(50)   2

2 2 2

2
1

n i i i i

i i

R U W T

U








 
 

 داریم: جهیدرنت
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 نکهیابرای اطمینان از   a d

i it M t   است، با اسـتفاده

از 
1at t، 2

1 2 3 4


     i i

d
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T B
t t t t t




ــة   ، 2معادل

d PX  و 2

2 2
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 داشت:
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به این نتیجـه   52در نامعادلة  51و با جایگذاری معادلة 

2تنهـا اگـر    رسیم که اگـر و  می 3

1

2


   
n

i i i

i

K   ،باشـد

وقتی  a d

i it M t 2 است کهi
3iو  

صـورت زیـر    به 

 بیان شوند:
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2 کـه  یهنگـام بنابراین،   3

1
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n
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K  ،اسـتT  از

، جـه یدرنت. دی ـآ یم ـ دسـت به 47از معادلة  𝐵𝑖و  51معادلة 

 :شود یمه مینیمم هزینة تولیدکننده، از معادلة زیر محاسب
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3 درمقابل، اگـر 
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K     باشـد، شـبیه حالـت اول

 نشان دهیم برای هر: میتوان یم
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2درنتیجــه، 1

2 2 2 2(T ) (T ) 0 TCU TCU   ــازة ــابع در ب ــس ت پ
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 :ازایاکیداً نزولی است و به
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ــه   ــابع هزینـ ، تـ

2. همچنین اگر شود یممینیمم 

1
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i i
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K   باشد، بـرای

1هر  2T T    متعلق به بازة فوق، تابع هزینه اکیـدا  صـعودی

 کند.ی وجود ندارد که تابع هزینه را مینیمم ا نهیبه 𝑇است و 

2اگـر   .4.1لم 3

1
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i

K    باشـد، مقـدارT  از

، مقدار بهینة دورة سیکل است که تابع هزینـه را  51معادلة 

 .کند یممینیمم 

3. اگــــر 2
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ــود   وجـــ

 .کند یمدارد که تابع هزینه را مینیمم 

2اگر . 3

1

2


 
n
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K  ای بـرای   باشد، مقدار بهینـه𝑇 

 وجود ندارد که تابع هزینه را مینیمم کند.

 

الگوریتمحل

  اگر1مرحلة :  1

1
1

1





n
i i i i

i i i

P X P

P P


 2به مرحلـة   

 .جوابی شدنی ندارد مسئله، صورت. درغیراینمیرو یم

  3: 2مرحلة 2 1, ,  i i i
 کنیم.را محاسبه می 

  تــابع هزینــه را بــرای حالــت اول محاســبه 3مرحلــة :

   .میکن یم

1 اگر

1

2


 
n
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K   ،باشـد
1T  وiB    بهینـه از طریـق

ینیمم هزینة و م ندیآ یم دستبه 39و  43های معادله

ــة    ــا معادلـ ــا نه، بـ ــبه  45سـ ــمحاسـ ــود یمـ . شـ

صورت، درغیراین
1( , ) iTCU T B .است 

  تــابع هزینــه را بــرای حالــت دوم محاســبه 4مرحلــة :

 کنیم. می

2اگر  3
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K 2 باشد، مقدارT وiB  بهینه

. مینـیمم هزینـة   نـد یآ یم ـ دستبه 47و  51های ادلهاز مع

 .کنیممحاسبه می 54سا نه را با استفاده از معادلة 

ــر  3اگــ

1

2


 
n
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i

K ،ــدار بهینــــه   باشــــد مقــ
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شود. بـا جایگـذاری    است که در آن، تابع هزینه مینیمم می

2T 47ادلة در مع ،iB دست آوریـد و تـابع هزینـه را    را به

 دست آورید.به 48نیز از معادلة 
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ــر   ــا اگ 2ام

1

2


 
n

i i

i

K  ،ــد باش
2( , ) iTCU T B 

 است.

  ــة ــین  5مرحلـ ــت اول، از بـ ــرای حالـ : بـ
1

iT  ــای هـ

کنـیم و آن  را انتخاب می ها آن نیتر بزر ، آمده دست به

کنـیم. اگـر   مقایسه مـی  MinTرا با 1T نامیم. می 1Tرا 

1  MinT T  ،ــد *باشـ

1 T T ــراین ــورت و درغیـ صـ
*  MinT T سپس هزینة متناظر بـا  است .*T  بـه را-

آوریم. همین مراحل را برای حالت دوم انجـام   می دست

 دهیم.می

   ی هـا  نـه یهز: هزینة بهینـة سیسـتم، مینـیمم    6مرحلة

بهترین هزینه  𝑇متناظر با  ∗𝑇ی مختلف است و ها حالت

*، آمده دست به 𝑇خواهد بود. با استفاده از  *i iQ T 

 است.

 * * *

1 1 2 2( ) ( ), ( )TCU T Min TCU T TCU T 

 مثال عددی
در ایــن قســمت، بــرای مــدل کنتــرل موجــودی، ســه نــوع 

و پـس   میکن ـ یمرا حل  ها آنگیریم و محصول را درنظر می

ــام  ــالاز اتم ــی    مث ــل و بررس ــه تحلی ــدل، ب ــددی م  آنع

ثـال  م شده، دو حالـت دارد، . از آنجاکه مدل ارائهمیپرداز یم

 :میریگ یم درنظرعددی را برای دو حالت زیر 

الف(  a

iM t 

ب(  a d

i it M t 

 1ی ها جدولشده برای پارامترها در مقادیر درنظرگرفته

 شود.مشاهده می 3و 

 

 شده برای پارامترها. مقادیر درنظرگرفته1 جدول

ihib
i

RCiCiKi
1

iPiPP 

2/0 25/0 5/0 2 750 2000 600 10000 1 
15/0 5/0 6/0 5/1 700 1500 650 10500 2 
1/0 75/0 7/0 1 650 1000 750 11000 3 

 
 شده برای پارامترها. مقادیر درنظرگرفته2 جدول

iX iSE i iS eI cI jM
 P 

05/0 003/0 5/1 4 05/0 09/0 04/0 1 
075/0 004/0 1 3 05/0 09/0 04/0 2 
1/0 005/0 5/0 2 05/0 09/0 04/0 3 

 

 

 :میرس یمو پارامترها، با حل مدل به جواب زیر  3شده در بخش با توجه به الگوریتم ارائه
 

 . نتایج حاصل از حل مدل3جدول 

Z 
iBiQ 

*

1T T T minT P 

 

9046.93 

2331 5157 
576/2 576/2 1288/0 

1 
1060 3638 2 
375 2579 3 

 

 

، جواب بهینة سیستم موجـودی در حالـت اول   جهیدرنت

که  دهد یمرخ  a

iM t .است 

 گیری نتیجه
در  هـا  یبررس ـهای پیشین و ی، با توجه به پژوهشطورکل به

گفت اگرچه  توان یمی مربوط به موضوع این مقاله، ها نهیزم

هایی که در زمینة موضوع کنتـرل موجـودی و تولیـد    مقاله

بـا یـک    چندمحصـول کا ی معیوب، خرید اعتباری و تولید 

که  شود یمنی دیده ا مطالعهماشین بسیار متعددند، مقاله یا 

زمان به مدل مقـدار سـفارش اقتصـادی و وجـود نـوعی      هم
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سیاست تشویقی مانند خرید اعتباری و تولید کا ی معیوب 

بودن پرداخته باشد. در پـژوهش حاضـر، در   و چندمحصولی

ی کنترل موجودی، یعنی مدل مقـدار تولیـد   ها مدلیکی از 

یـد،  اقتصادی در شرایط پرداخت معوقه، در طول فراینـد تول 

. ندوشکا های معیوب و بدون کیفیت با نرخ ثابتی تولید می

ی ایـن کا هـا بـه کـا ی باکیفیـت      کار دوبارهپس از فرایند 

را تغییر  دکنندهیتولی ها نهیهزشوند و همین امر  تبدیل می

آوردن دسـت  بـه گرفته، پس از ی صورتساز مدل. در دهد یم

و محاسـبة  ی اساسی در سیستم کنتـرل موجـودی   ها نهیهز

ــانگین حســابی   ــة می ــا اســتفاده از نامعادل ــه، ب ــابع هزین  -ت

هندسی، طول سیکل بهینه، میزان تولیـد و میـزان کمبـود    

آمد. در انتها با ذکر یک مثـال عـددی، حـل     دستبهبهینه 

که در مثال عددی طور همانشده میسر شد. بهینة مدل ارائه

حاصل نیز  مشاهده شد، با افزایش نرخ بهرة دریافتی، هزینة

ی ها ستمیستمامی  توان یمبد. شایان ذکر است ای یمکاهش 

چند محصول از طریق یک ماشـین   ها آنکه در  -تولیدی را

از طریـق مـدل ایـن مقالـه بهینـه سـاخت.        -شود یمتولید 

ــه ــور  ب ــیطبط ــامی  ع ــت در تم ی، وجــود محــدودیت ظرفی

 آ ت نیماش ـگرفتـه از تعـداد   تئنشکه  -ی تولیدها ستمیس

ــت درد ــترس اس ــول و    -س ــر محص ــرای ه ــه ب ــد بهین تولی

-ی موجـودی را براسـاس مـدل توسـعه    ها کلیسی بند زمان

سـازد. توسـعة مـدل بـا     شده بیش از پیش ضروری مـی داده

و همچنـین درنظرگـرفتن سـایر     پرداخت شیپی ها استیس

ی انگیزشی نظیر حراج و افزایش قیمت در زمـان  ها استیس

 آتی مطالعه کرد. های توان در پژوهش مشخص را می
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