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د بدون ين ژئوئيي در تع پيکارد در مسأله انتقال به سمت پائين شرطبررسي
 استفاده از روش استوکس
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 يدهچک
 يضوي بين به روين مشاهدات از سطح زمييسمت پاه  مستلزم انتقال بيک مسئله مقدار مرزيق حل يد از طرين ژئوئييمسئله تع          

مسئله .  شوديپواسن و مشتقات آن انجام م-ق انتگرال آبلين از طريدان ثقل زمين مييسمت پاه انتقال ب يها از روشيکي. باشديسه ميمقا
. ق گردديود جواب تحق ابتدا در خصوص وجيستي باياضي در رياهر مسئله رينظ. باشديک مسئله بد وضع ميوسته ين پييسمت پاه انتقال ب

سمت ه  وجود جواب مسئله انتقال بي بررسن مقالهي او هدف گرفتهکارد انجام ي شرط پيق بررسيپواسن از طر- انتگرال آبليوجود جواب برا
  استکاردي شرط پيق بررسين از طرييپا
 

  مسئله بد وضع- دين ژئوئيي تع- نييسمت پاه  مسئله انتقال ب- کاردي محک پ:يدي کليهاواژه
 

 مقدمه
 يکي ي ارتفاعينابعنوان سطح مبژئوئيد ن ييمسئله تع

 از يکي. به شمار می رود يمسائل مهم در جامعه ژئودزاز 
با  ياستفاده از مسائل مقدار مرز ديژئوئتعيين  يهاروش
 و وائي مشاهدات ثقلي زميني، ه حاصل ازي مرزيهاداده

بيشتر از نيم قرن است که ژئودزين ها و  .باشد ميدريائي
 را ۱ار مرزي ژئودتيک سعي کرده اند مسائل مقدانرياضيدان

. هاي ميدان ثقل زمين پايه گذاري نمايندبر حسب تابعک
ين ژئوئيد به استوکس باز تاريخچه مسئله مقدار مرزي تعي

 يد فرموليموفق گرد ۱۸۴۹او در سال که يميگردد هنگام
هاي جاذبه تعريف شده بر روي سطح براي تبديل آنامولي

Rکره 
2Sاين مسئلة . ]۱[ دي آنامولي پتانسيل ارائه نماه ب

مقدار مرزي با تغييرات و اصلاحاتي، هنوز بصورت گسترده 
. گيردي مورد استفاده قرار ميتوسط جامعة ژئودز

، مسئلة مقدار مرزي ديگري را ۱۹۵۸ در سال ۲مولدنسکي
" براي تعيين سطحي رياضي جايگزين ژئوئيد، که اصطلاحا

اين روش . ]۱[شود، ارائه نمود ميده مي نا۳کوازي ژئوئيد
در بسياري از کشورهاي جهان که داراي سيستم ارتفاعي 

 اخيراً. استقرار گرفته باشند، مورد استفاده  مي۳نرمال
مسئلة مقدار مرزي متفاوتي با مسائل مقدار مرزي قبلي، 
توسط اردلان و گرافارند براي تعيين ژئوئيد ارائه گرديده 

تعيين ژئوئيد  يمسئله مقدار مرز" عنوان  تحتآنکه از 

در  .]۲[شود ينام برده م" بدون استفاده از فرمول استوکس
ک مسئله مقدار دو مرزي يد بر اساس حل يژئوئ ،ن روشيا

مسئله . گرددين مييتعغير خطي با مرزهاي ثابت و آزاد 
 . آورده شده است)۱(خطي در جدول مقدار دو مرزي غير

د فرض بر استفاده از دادة ين ژئوئييعتبراي نجا يدر ا
ح زمين روي سطمشاهده شده بر  مرزي اندازة شتاب ثقل

 کليه نقاط GPSگردد که مختصات يمبعلاوه فرض . است
2اين سطح زمين بنابر. است ثقلي معلوم

hM  با در اختيار
 بعنوان يک مرز ثابت فرض  GPSداشتن مختصات 

2 بر روي ژئوئيد 0wمقدار پتانسيل . گردديم
gM ، معلوم

 . شوديد بعنوان مرز آزاد نام برده ميلذا از ژئوئ. است
اين مسئله، يک مسئلة مقدار مرزي غير خطي و 

غير خطي بودن مسئله به دليل غير خطي  . باشد مي۴مايل
با پتانسيل و  دة اندازة شتاب ثقلمشاه بودن ارتباط بين

مايل بودن مسئله بدليل مايل بودن امتداد بردار ثقل در 
 . ]۲[حالت کلي بر سطح زمين است

div، )۱(در جدول  grad ترکيب دو اپراتور 
  و ديورژانس است که اپراتور لاپلاس را توليد گراديان

i| اپراتور اميد رياضي، {}E. کندمي i اپراتور ضرب 
 پتانسيل w در فضاي هيلبرت، ۲ اپراتور نرم 2iداخلي، 

ωزمين،  دانسيتة σ اندازة بردار شتاب ثقل، γثقل، 
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 .مسئله مقدار دومرزي غيرخطي با مرزهاي ثابت و آزاد: ۱جدول 
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 .تقسيم کميتهاي واقعي به دو بخش کميت رفرانس و کميت تفاضلي بر اساس تئوري اغتشاشات: ۲جدول 

w W Wδ= + 
σ δ= Σ+ Σ 

γ δ= Γ+ Γ 
2 2 22ω δ δ= Ω + + ΩΩ Ω 

 
 .مسئله مقدار دومرزي خطي با مرزهاي ثابت و آزاد: ۳جدول 
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 G اميد اندازة بردار شتاب ثقـل،        γµسرعت دوران زمين،    
 بردار موقعيت،   x پتانسيل ژئوئيد،    0wبت جهاني جاذبه،    ثا
ωe             ،بردار يکـة در امتـداد محـور دوران زمـين M   جـرم 

+ فضاي دروني زمين،     Dزمين،  
e∂G     مرز خارجي پوسـتة 

ــين،  -زم
e∂G  ــين و ــي پوســتة زم ــرز درون 2 م

gM ــانگر   بي
 . مرزي استهايهاي در بر گيرندة دادهرويه

دان در خـارج     در اين جدول معادلـة مي ـ      رابطة اول 
ن زمـين   ر درو  معادلـة دوم معادلـة ميـدان د         و سطح زمين 

. بوده که هر دو از نوع معادلات ديفرانسيل پواسـن هسـتند    
نـوع انـدازة شـتاب    دهندة مقدار مـرزي از   نشان  سوم رابطة

 بيانگر  چهارم، معادلة   )سطح زمين (ثقل بر روي مرز معلوم      
بر روي مـرز    ) پتانسيل ژئوئيد (مقدار مرزي از نوع پتانسيل      

مقــدار  شــرط ميــل پــنجمو رابطــة ) ســطح ژئوئيــد(آزاد 
پتانسيل ثقل به سمت صـفر بـا سـرعت همگرائـي عکـس              
فاصله است که شرط پايداري جواب در بينهايت محسـوب          

 . گرددمي
هـاي   کليـة کميـت   ن مسـئله    ي ـ نمـودن ا   ي خط يبرا

تـوان بـه دو مؤلفـة       فيزيکي بکار رفته در اين مسئله را مي       
 تفاضــلي يــا باقيمانــده تفکيــک نمــود ) ۲(رفــرانس و ) ۱(
، نشان دهندة اين تفکيـک بـراي چهـار          )۲(ول  جد. ]٢-٤[

کميت پتانسيل ثقل، انـدازة بـردار شـتاب ثقـل، دانسـيتة             
نشـان  (لفـة رفـرانس     ؤزمين و سرعت دوران زمين، به دو م       

و تفاضـلي يـا باقيمانـده       ) گداده شده با حروف يوناني بزر     
 . است) مشخص شده با پيشوند يوناني دلتا(

دات، مسئله پس از حذف بخش رفرانس از مشاه
 ي خطمقدار دو مرزي غير خطي با مرزهاي ثابت و آزاد

 يهاکين مسئله از مجموع بسط هارموني در ا.گردديم
ز از مرکز و اثر يدان گري، م۳۶۰ تا درجه و مرتبه يضويب

ک نقطه مورد محاسبه بعنوان ي در فاصله نزديهاجرم
چنين بدين ترتيب   هم.میشوددان رفرانس استفاده يم

 يخطرزي لة مقدار دو مرزي، به مسئلة مقدار دو ممسئ
 ارائة )۳( جدول .گردد تبديل ميهاي تفاضلي  براي کميت

 رزي براي کميتهاي تفاضلي مسئلة مقدار من يادهندة 
) يت تفاضلي کم.است )Wδ x ن در ي زميروني بيدر فضا
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ن ي زميروني بيدر فضامعادله لاپلاس صدق نموده و لذا 
 .ک هستنديهارمون

، )۳(در جدول 
Γ

∇e نشان دهندة مشتق امتدادي 
 است که در امتداد بردار شتاب Γeدر امتداد بردار يکة 

 ميدان درجه و مرتبة بسط L .باشد ميΓثقل رفرانس 
  .ثقل جهاني است

براي بخش بدون جرم فضاي بيروني زمين مقادير 
)مرزي  )δΓ xصدق يضوي پواسن ب- در انتگرال آبل  

عنوان ه تواند بي پواسن بيضوي م-انتگرال آبل. کنندمي
 که با داشتن يايک معادله مشاهده بکار رود به گونه

 -توان از طريق انتگرال آبليمقادير تفاضلي شتاب ثقل م
)پواسن بيضوي، پتانسيل ثقل تفاضلي  )Wδ X را بر روي 

2بيضوي رفرانس 
,a bEانتگرال)۴ (در جدول.  بدست آورد  

وسته براي اندازة شتاب ثقل تفاضلي ي پواسن بيضوي پ-آبل
ق يد از طرين ژئوئييعن مسئله تيبنابرا. ارائه گرديده است

ن يي مستلزم انتقال بسمت پايک مسئله مقدار مرزيحل 
 يضوي بين به روي از سطح زميمشاهدات ثقل تفاضل

ن توسط انتگرال ييمسئله انتقال بسمت پا. باشديسه ميمقا
ن ي ادر. ]۲-۴[رد يپذيمپواسن و مشتقات آن انجام -آبل

ن يزم سطح يشود که شتاب ثقل بر رويمقاله فرض م
 بر يل ثقل تفاضلين پتانسيي شده و هدف تعيريگاندازه

 يک سازيبعد از هارمون.  استيضوي سطح بيرو
) يت شتاب ثقل تفاضليمشاهدات شتاب ثقل، کم )δΓ x 

 رفرانس مقادير يضوي خارج بيدر فضا. ديآيدست مه ب
)مرزي  )δΓ xکنند پواسن صدق مي-ل در انتگرال آب. 

صورت گسسته ه که مشاهدات شتاب ثقل ب نيابه با توجه 
ان شده در ين معادله انتگرال بيار هستند بنابرايدر اخت
 گسسته شکل. ديگسسته در آيد به شکل  با)۱(جدول 

 :داده شده است) ۵(پواسن در جدول -معادله انتگرال آبل
}در روابط فوق،  , , }λ φ ηΓ Γ Γ سه مولفة بردار 

 بر حسب سيستم مختصاب Γشتاب ثقل رفرانس 
}هاي ژاکوبي با مولفهبيضوي الخط منحني , , }λ φ η=x 
)بوده،  )ϖ φ′ تابع وزن بوده که موجب متعامد شدن 

 .گردديهاي بيضوي بر روي بيضوي رفرانس م هارمونيک
2
,a b

SE 2 مساحت سطح بيضوي رفرانس
,a bΕ و ،

{ , , }g g gλλ φφ ηηسيستم متريکتنسور هاي  مولفه 
 کرنل LK. الخط بيضوي ژاکوبي استمختصات منحني

يدان پواسن پس از حذف م-تغيير يافتة انتگرال آبل
 در اينجا نشان دهندة Lانديس بالاي . رفرانس است

هاي بيضوي بکار درجة و مرتبة ماکزيمم بسط هارمونيک
رفته در ميدان رفرانس است که با توجه به حذف آن از 
روي مشاهدات لازم است اين اثر از روي کرنل نيز حذف 

  حاصل LKافتة بدين طريق کرنل تعيير شکل ي. گردد
.  مراجعه نمائيد]٣[براي جزئيات بيشتر به . می شود
{ , , }a b εو خروج از  اقصر نيم قطر ،قطر اطولبه ترتيب نيم

2 بيضوي رفرانسمرکز خطي 
,a bEباشد مي .λ φ′ ′∆ ∆ 

ي انتگرال آبل پواسن پس از گسسته سازي المان سطح
. باشدگيري نيز ميبوده که بيانگر قدرت تفکيک انتگرال

maxi و maxjگيري پس  نيز حد بالاي شبکة انتگرال
 . دهندنشان ميروي بيضوي رفرانس سازي را سستهگاز 

 با متغير   Jپواسن در ناحيه    -ل اپراتور انتگرال آب   ي کل شکل
t٥[ل است يصورت ذه  ب [: 
)۱(                      ( , ) ( ) ( ) ,

J

k f d g I= ∈∫ s t t t s s 

 يق ـي خـط حق   ي بـر رو   يقي حق ي فواصل J و   Iکه در آن    
 را حاصـل    gتـوان تـابع     تر مي يا به صورت کلي   . باشنديم

 ذيـل   صـورت  به   f بر روي تابع     Kاعمال اپراتور انتگرالي    
 :در نظر گرفت

)۲(                                                    ( )K f g= 
 :که در آن

)۳(                           ( )
2 2: ( ) ( )
( ) ( , )

( ) ( ) ,  
J

K L I L J
Kf k t f
u v u v d J

→
=

= ∈∫
s s

t t t t
 

 f د، در حالي کهن هستتوابعي معلوم kکرنل   وgتابع 
اپراتور  (K اپراتور .هدف نيز يافتن آن است مجهول و

م ييرا خوش وضع گو) kانتگرال القا شده توسط کرنل 
  :]٦[ل برقرار باشد يط ذيچنانچه شرا

 .)د شرط وجو( مسأله داراي جواب باشد  -
شـرط  ( مسأله داراي حداکثر يک جـواب باشـد          -

 .)يکتايي 
 هـا  داده  از ياپيوسـته تـابع   جواب مسأله به طور      -

 .)شرط پايداري(باشد 
شـروط فـوق برقـرار      از   يکـي    وقاگر براي معادله ف   

بـر روی    . مـي نـاميم    ۵وضـع  گاه آن مسأله را بد      آن ،نگردد
ن توسـط   ييخوش وضـع بـودن مسـئله انتقـال بسـمت پـا            

 ده اسـت کـه     ي ـ مطالعـه گرد   ياطور گسترده ه  ها ب نيدزژئو
  ]٧-١٦[ انجام شده توسط يتوان به کارهايمله مـاز آن ج

 .اشاره نمود
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 .پواسن بيضوي براي شتاب ثقل تفاضلي-آبل انتگرال: ۴جدول 

 : پيوستهشکلمعادله انتگرال در 
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 .پواسن بيضوي گسسته براي شتاب ثقل تفاضلي-آبل انتگرال: ۵جدول 

 : گسستهشکلمعادله انتگرال در 
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پواسـن يـک اپراتـور    -کـه اپراتـور آبـل     جائي از آن 

فشرده بوده و با توجه به غيرصفر بودن مقـادير منفـرد آن،             
باشـد، قضـيه    پذير نيز مي  يک اپراتور يک به يک و معکوس      

 :]١٧-١٨[ذيل براي آن برقرار است 
 يک اپراتور کراندار فشرده و معکوس پـذير         K اگر   :هقضي

باشد و روي يک فضاي با بعد نامتناهي تعريف شده باشـد،            
 .، غيرکراندار است−1Kدر آن صورت معکوس آن، يعني 

و اپراتورهاي حاصـل    ( پواسن-اين معکوس اپراتور آبل   بنابر  
، يک اپراتور غير کرانـدار و ناپيوسـته   )ت جزئي آناز مشتقا 

توان انتظار داشت که جواب مسأله انتقال       باشد، لذا نمي  مي
ن در تعيـين ژئوئيـد بـدون اسـتفاده از روش            به سمت پائي  

پواسـن يـک    -، حاصل از حل معادله انتگرالي آبل      استوکس
هاي ورودي باشد، از اين رو اين امکـان         تابع پيوسته از داده   

 هـاي ورودي  ک خطاي کوچک در داده    ز وجود دارد که ي    ني
پواسن سبب ايجاد   -به علت ناپيوستگي معکوس اپراتور آبل     

بنابراين مسأله انتقال    .خطاي بزرگي در جواب مسأله گردد     
پواسن در تعيـين    -به سمت پائين با استفاده از انتگرال آبل       

 ژئوئيد بدون استفاده از روش استوکس يک مسأله ناپايـدار         
 هنگام مواجـه شـدن بـا مسـئله انتقـال           .می شود محسوب  
) ي تـوان  يفرم سر  (يفيفرم ط ه  ن ابتدا مسئله ب   ييبسمت پا 

  اسـت کـه نشـان     يک ـيکـارد تکن  ي پ شـرط . ثبت می گـردد   
ه يــب فورينســبت ضــرا(ا دنبالــه نســبت يــدهــد کــه آيمــ

ا يهمگرا خواهد شد    ) نگولار اپراتور ير س يمشاهدات به مقاد  
 ،ک جـواب  ي ـوجود  ن  يتضممنظور  ه  ر ب گيعبارت د ه   ب .ريخ

کـارد صـدق    ي در شرط موسـوم بـه شـرط پ         يستيمسئله با 
 شـتاب  يهاز اشاره شد دادهيکه قبلاً ن   يطور  همان . دينما



 
 ٣٤٣.....                                                                                                                                                   بررسی شرط پيکارد 

 
 

 ـ          ي ـوسته در اخت  يطور پ ه  ثقل ب  ه ار مـا قـرار نـدارد و تنهـا ب
 مقالـه   نين در ا  يبنابرا. نددسترس هست صورت گسسته در    

گرچه در حالت گسسته . سته ا شدبه مسئله گسسته اکتفا  
 محـض همـواره صـادق      ياض ـيکارد از نقطه نظـر ر     يشرط پ 

 جـواب وجـود     يداري در خصوص پا   ي نگران يستياست و نبا  
-ر خطاها انـدازه   ي مسئله گسسته تحت تاث    يداشته باشد ول  

بوده و   يگسسته ساز  يو خطاها گرد کردن    ي، خطا يريگ
 ن خطـا حسـاس باشـد      ي ـ ممکن است به ا    لذا جواب مسئله  

قبـل از حـل مسـئله انتقـال بسـمت           بايد  در عمل   بنابراين  
ه مشـاهدات   ي ـب فور يد که ضرا  ي مطمئن گرد  يستيبان  ييپا

نگولار در  يس ـر  يطـور متوسـط از مقـاد      ه   ب ـ يفيدر بسط ط  
ل خواهـد   ي ـسـمت صـفر م    ه  بتر   عيسر بالاتر   يهافرکانس

ط کـارد تحـت عنـوان شـر       ي پ شرطن از   يبنابرا .]١٩[نمود  
کـارد گسسـته کـه      ي از شـرط پ    وه   شـد  اديکارد گسسته   يپ

 نشــان دادن وجــود يبــرايافتــه  توســعه ]٢٠-٢١[توســط 
. ن اسـتفاده خواهـد شـد      ييسمت پا ه  بجواب مسئله انتقال    

 مسـئله انتقـال بسـمت     يداري ـ پا ين مقاله بررس  يهدف از ا  
د بـدون اسـتفاده از      ي ـن و وجود جواب در محاسبه ژئوئ      ييپا

 . باشديمارد کيبا استفاده از شرط پروش استوکس 
 

 پواسن - انتگرال آبلبسط مقادير منفرد
 را )١(ان شــده توســط رابطــه يــمعادلــه انتگــرال ب

 : ميريگيدر نظر م مجدداً
)۶(                      ( , ) ( ) ( ) ,

J

k f d g I= ∈∫ s t t t s s 

براي حل معادلات انتگرالي فردهولم نوع اول روش        
. ]٢١[باشـد بسط مقادير منفرد ممتازترين ابزار تحليلي مي      

)2  فضاي هيلبرت  ، عضوي از  k کرنلاگر   )L I J×    بـوده و 
} هايمجموعه }iu   و { }iv  براي   به ترتيب  اي، هريک پايه 

)2 ي هيلبرت هافضا )L I   2 و( )L J      تـوان   باشـد، آنگـاه مـي
 :]٢١[ وشت نذيلبه صورت مجموع  را k کرنل

)۷(                                
1

( , ) ( ) ( )i i i
i

k σ
∞

=

=∑s t u s v t 

}در رابطه فوق اگر دو پايه        }iu   و { }iv    با توجـه
 به نحوي تعريـف گـردد کـه    ،)۳(به ضرب داخلي در رابطه  

، iσ مقـادير بوده و    متعامد يکه    ي مذکور،  دو پايه  بردارهاي
 : مرتب شده باشد ذيلينزول صورتبه و  غير منفي نيز

)۸(                                1 2 iσ σ σ≥ ≥ ≥ ≥" " 
توابـع منفـرد    به ترتيـب      را iv و iu توابعگاه   آن

 چنـين ضـرايب    هم و Kچپ و توابع منفرد راست اپراتور       

iσ مقادير منفرد اپراتور      راK ور چه اپرات ـ  چنان .نامنديم
با در نظر گرفتن  نشان داده شود، K* با K اپراتور   يالحاق

}دوتــائي  )٧( و )۳( روابــط }2,i iσ v  تجزيــه مقــادير ويــژه
K*متقارن  اپراتور K   دوتايي  همچنين   و{ }2,i iσ u   تجزيـه 

بـاط  از ايـن ارت   . باشـد  مي KK*متقارن  مقادير ويژه اپراتور  
يـابيم  در مي مقادير ويژه و تجزية مقادير منفرد       تجزيه  بين  

}که سه تايي     }, ,i i iσ u v        مشخصه يکتـا و لاينفـک کرنـل 
 از طرفي مهمترين رابطـه بـين مقـادير          . است kداده شده   

 :باشدذيل ميمنفرد و توابع منفرد به صورت 
)۹(                                              ( )

( )
i i i

i i i

K
K

σ
σ∗
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=

v u
u v 

 iuو   iv ابع منفرد ودهد که ت  اين رابطه نشان مي   
 و  ه نگاشته شـد    به يکديگر  K* و   Kاپراتورهاي   وسيلهبه  

 در  .باشـد  مـي  هـا   مقيـاس ايـن نگاشـت      iσمقادير منفرد   
سـط   يـک اپراتـور متقـارن باشـد، ب         K حالتي که اپراتـور   

ي آن   همـان بسـط مقـادير ويـژه        K مقادير منفرد اپراتور  
 . باشد ميK است و توابع منفرد همان توابع ويژه اپراتور

 اپراتــور انتگرالــي در يــک اپراتــور انتگرالــي ماننــد
شود، اگـر کرنـل     خوانده مي " اشميت-هيلبرت"،  )٦(معادله  

)2 آن متعلق به فضاي هيلبرت     )L I J×    به عبـارت   بوده و
-آبـل کرنـل   . ]۵[ پذير باشـد  انتگرال-ديگر يک کرنل مربع   
، از ايـن    ]۲[ پذير بـوده  -مربع انتگرال پواسن نيز يک کرنل     

 موسوم به   ۀپواسن در شرط ذکرشد   - اپراتور انتگرالي آبل   رو
  .نمايداشميت صدق مي-هيلبرت

-پـذير بـودن کرنـل آبـل     انتگـرال -با توجه به مربع   
)يعني(پواسن )

0

2 2
2 , ,k L η ε η ε∈ ×E E (گونه که اشاره    همان

 . گرديد، بسط مقادير منفرد براي آن وجود خواهد داشت
ادير منفرد که در اين بخش ارائه       با استفاده از ابزار بسط مق     

شـرط  ( در بخش بعد به بررسي شرط وجود جـواب        گرديد،  
پواسـن  -معادلـه انتگرالـي آبـل     در  و يکتاي جواب     )پيکارد

 .خواهيم پرداخت
 

ــه ي جــوابي و يکتــاشــرط پيکــارد  در معادل
 پواسن -انتگرالي آبل

2  اپراتــور:تعريــف 2: ( ) ( )K L J L I→ بــه  تعريــف شــده
 :رت زيرصو

)۱۰(                             ( )( ) ( , ) ( )
J

Kf k f d= ∫s s t t t 

 : است، اگر"پذيرکرنل جدايي"يک اپراتور با 



 
 ۱۳۸۷ تير ماه, ۳شماره , ۴۲ دوره,  نشريه دانشکده فنی                                                                                                       ٣٤٤     
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ــوق  ــه فـــــ ــه در رابطـــــ ) کـــــ ){ } 2( )i L I⊂p sو  
( ){ } 2( )i L J⊂q tباشندي م. 

بـه ترتيـب    ،  )١٠( در رابطه  K پواسن-اپراتور آبل 
} هاياپراتوردنباله  حد   }NK  پـذير هـاي جـدايي    کرنـل  بـا 
{ }Nkباشد، به صورت زير مي: 
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پـذير لـم    يي  در خصوص اپراتورهاي با کرنـل جـدا       
 :]۲۲[ ذيل وجود دارد

پـذير، يـک اپراتـور فشـرده      يک اپراتور با کرنل جـدايي      :لم
  .باشدمي

}فوق دنباله اپراتورهـاي   با توجه به لم      }NKي  دارا
، اپراتورهـايي فشـرده     )۱۲(ابطه  پذير در ر  هاي جدايي کرنل

 فشـرده قضـيه     اي در خصوص دنباله اپراتوره ـ    بوده اين که  
 :]۲۲[ را داريم" حد اپراتورهاي فشرده"ذيل موسوم به 

1اگر دنباله اپراتورهـاي      :قضيه 2 3, , ,A A A ، اپراتورهـاي   …
 اي فض ـ  بـه  Nپـذير نـرم ي تعريـف شـده از فضـاي         فشرده
ــاخ ــوده وMبان ــورب ــا   A اپرات ــه اپراتوره ــن دنبال ــد اي  ح
lim(باشد nn

A A
→∞

يـک اپراتـور    نيـز    A  اپراتـور  ، آنگـاه  )=
 .فشرده است

}ي  پس، حد اپراتورهاي فشره    }NK    يعني اپراتـور 
پـذير بـودن و بانـاخ       با توجه به نـرم      ( پواسن-انتگرالي آبل 

)بودن فضاهاي هيلبرت   ) ( )
0

2 2
2 , 2 ,,L Lη ε η εΕ Ε(    يک اپراتـور ،

همچنين در معادلات انتگرالي حاصل از      . فشرده خواهد بود  
، )۴(پتانسـيل جاذبـه تفاضـلي، در رابطـه          مشتقات جزئـي    

 ماننـد ه هاي به وجود آمده حاصل از مشتقات جزئـي        کرنل
پـذير  هايي جـدايي  اي از کرنل  پواسن، حد دنباله  -کرنل آبل 

 الـذکر،  لـم و قضـيه فـوق      بـه   ، از اين رو بـا توجـه         باشدمي
اتـور   از اپر  هاي انتگرالـي حاصـل از مشـتقات جزئـي         اپراتور

فشـرده خواهـد    ، نيـز اپراتورهـاي      )۴(پواسن در رابطه    -آبل
 . بود

 در خصوص شرط وجود جواب معادلات انتگرالـي        
د شـرط پيکـار   تورهاي فشرده قضيه ذيل موسـوم بـه         با اپرا 

ــود دارد ــرده وج ــن .فش ــال اي ــيه در س ــط ۱۹۰۹قض  توس
 :]۲۳،۲۱،۱۸ [ ه استمند فرانسوي پيکارد ارائه گرديددانش

2اگر اپراتـور   :قضيه   2:K L L→      ي  يـک اپراتـور فشـرده
)خطي با بسط مقادير منفرد به صـورت        ), ,i i iσ u v   ،باشـد 

)آنگاه دستگاه معادله   )K f g= اگـر و   ي جواب است  ، دارا ، 
 :تنها اگر
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ــورت يکـ ـ  ــن ص ــوابدر اي ــايي از ج ــتگاه ه  دس
( )K f g=به صورت ذيل است : 
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شـرط  دهـد کـه     پيکارد نشان مي  شرط  چنين   هم
igضرايب فوريـه  لازم براي وجود جواب آن است که         u ،

، به سمت صفر ميل     iσ متناظر آن   مقادير منفرد   از سريعتر
 يک به يک بودن      متقارن بودن و   با توجه به  از طرفي    .نمايد

ر ي پـوچي الحـاقي اپراتـو      فضـا پواسن  =اپراتور انتگرالي آبل  
Abel-PoissonK پواسن-آبل - برابر فضاي پـوچي اپراتـور آبـل        ∗

 از ايـن رو     .باشـد  و فقط شامل تـابع صـفر مـي          بوده پواسن
 :داريم

)۱۵(                ( ) ( )
{ }

N N⊥ ⊥∗

⊥
=
=

Abel-Poisson Abel-PoissonK K
0

 

 ي پـوچ  يدهنـده فضـا    نشان Nکه در رابطه فوق     
همچنين بـا توجـه بـه يـک بـه يـک بـودن اپراتـور                 . است

ي اپواسـن دار  -انتگرالي آبل پواسن اگر معادله    -انتگرالي آبل 
 پـس   .جواب باشد، آنگاه جـواب بدسـت آمـده يکتـا اسـت            

له انتقال بـه سـمت    شرط پيکارد فشرده در مسأ    بنابر  نهايتاً  
روش اسـتوکس   از  بـدون اسـتفاده     در تعيين ژئوئيـد     پائين  

  :ذيل
)۱۶(                           ( )

η ε
δ δ=

E2
,0

Abel-Poisson
L LK W W 

2در برآورد مجهـولات پتانسـيل تفاضـلي         
,0

LW
η εΕδ، 

 ) فشرده شرط پيکارد ( کافي براي وجود جواب   شرط لازم و    
برروي بيضوي رفرنس

0

2
,η εΕآن است که ،: 

)۱۷   (
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δ λ φ η λ φ

δ λ φ η ω φ
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در حالــت پيکــارد فشــرده پــس از بررســي شــرط 
در حالــت گسســته  ي بــه بررســيســته در بخــش بعــدويپ
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 .خواهيم پرداخت
 

 ۶تجزيه مقادير منفرد
-د امکان اندازه  يان گرد يز ب يکه قبلاً ن   يطور همان

 ـ     ي اندازه شتاب ثقل بصورت پ     يريگ ه وسته وجود نـدارد و ب
 ـ  رد  ي ـگي انجام م  يريگصورت گسسته اندازه   رای ايـن   لـذا ب

 )۴(ان شده توسط رابطـه      يپواسن ب -معادله آبل منظور بايد   
توسط ن معادله   ي گسسته ا  شکل. ديه در آ  صورت گسست ه  ب

پواسـن  - معادلـه آبـل    يسيفرم ماتر . ديان گرد ي ب )۵(رابطه  
 :ل استيشکل ذه گسسته ب

)۱۸(     ×= ∈ ∈ ∈R R R      ,   ,  m n n mAx b A x b 
بردار مجهولات  x،  )۱۸(ي  در معادله گسسته شده   

 :از قرار ذيل

2
,0

T

1 2

( 1) ,  1 ,1
( , )

,    

L
t ij ij

t n

t j i jMax i iMax j jMax
x W

x x x x n iMax jMax
η ε

δ

 = + − × ≤ ≤ ≤ ≤ = λ φ  = = ×    
x " "

E
 

)۱۹( 
شتاب جاذبـه   بردار  نرم  ( مشاهده تفاضلي  mکه  آن با فرض 

 نيـز بـردار     bصورت پذيرفته باشـد،     )  نقطه mتفاضلي در 
 :خواهد بودمشاهدات به صورت ذيل 

)۲۰(   
( )

T

1 2 ,  1 ,s m
L

s s s s

b b b b s m
b

 = ≤ ≤  
= δΓ λ ,φ ,η
b " " 

 روش تجزيـه    ، مسـأله  ا ايـن  ب ـيکي از ابزارهاي کار     
روش تجزيه مقادير منفرد    . است A مقادير منفرد ماتريس  

 را  Aگسسـته   وضـعِ تمامي مشکلات مربوط به ماتريس بد     
مـاتريس  چـه    چنانبرای اين منظور     .خواهد ساخت  آشکار

 سهولتبراي    و را در نظر بگيريد    mnA مستطيلي يا مربعي  
m  کــهکنيــدفــرض  n≥تجزيــه صــورتايــن  در.  باشــد 

 :خواهد بودذيل  به صورت Aمقادير منفرد ماتريس 
)۲۱(                σ

=

= =∑
1

n
T T

mn mm mn nn i i i
i

A U V u vΣ 

1معادلــــه فــــوق   درکــــه  2( , , , )mm m=U u u u… و 
1 2( , , , )nn n=V v v v…ــاتريس ــتون  م ــا س ــاي ب ــاي  ه ه
 ،باشندارتونرمال مي

)۲۲(                                               =
=

T
nn

T
mm

V V I
U U I

 

ارهـاي   را به ترتيـب برد     V  و Uهاي  هاي ماتريس  ستون
مـاتريس  . ]۲۱[ نامنـد  مي A منفرد چپ و راست ماتريس    

Σmn ij iδ σ =       که در آن ijδ      1 تابع کرونکـر و i m≤ ≤ 
1و   ,j n≤  ي بـا عناصـر قطـر      قطـر ماتريس    است، يک  ≥

  ذيــلترتيــب عناصــر آن داراي و  غيــر منفــي بــوده اصــلي
 :می باشند

)۲۳(                                σ σ σ≥ ≥ ≥ ≥1 2 ... 0n 
 و  A، مقادير منفرد ماتريس     Σمقادير قطر اصلي    

1 نسبت nσ σ   روابط از  . شوديس ناميده مي  عدد شرط ماتر
Σ ΣT T T=A A V V و ΣΣT T T=AA U U تـــوان مـــي

 به شـدت بـه تجزيـه مقـادير          A نتيجه گرفت که ماتريس   
TA هــايويــژه مــاتريس A و TAAايــن .  وابســته اســت

 از   کـه  داده يکتايي تجزيه مقادير منفرد را نشان        ،ابستگيو
قابـل  هـاي متقـارن      جزيه مقـادير ويـژه مـاتريس      ت يکتايي

 . استنتاج است
مشخصـه   دو عموماً داراي    وضع گسسته  مسائل بد 

 :]۲۱[ د هستن تجزيه مقادير منفردذيل در ارتباط بااصلي 
مقادير منفرد به تدريج بدون گسسـتگي بـه سـمت            )١(

، تعداد مقادير منفـرد     A و افزايش ابعاد     کردهل  صفر مي 
 .دهدميکوچک را افزايش 

يابـد  کاهش مي  iبا افزايش انديس     iσدر حالي که     )٢(
i,بردارهاي منفرد    iv u ا افزايش   بi ًتغيير علامت    مرتبا 

 .دهندمي
 لي ـذروابـط    )۲۲(و   )۲۱(ابـط   وچنين بـا توجـه بـه ر        هم

 :دنگردحاصل مي
σ σ
σ σ

 = = = = =
2

2

      1,2,...i i i i i
T T
i i i i i

i n
Av u Av
A u v A u  

)۲۴( 
بـه  ،   در ايـن بخـش     با توجه به مطالب ذکـر شـده       

 تجزيه مقادير منفرد در حل       استفاده از  بخش بعدي رفته و   
 . نمود مرور خواهيم راوضع مسائل بد

 

وضــع گسســته و شــرط پيکــارد  ه بــدمســئل
 گسسته

وضـع   سازي مسأله بد   گسسته  حاصل )۱۸(معادله  
از . خواهـد بـود    وضـع گسسـته    ، يک مسأله بد   )۴(پيوسته  

-از گسسـته  حاصـل  ۀشـد نقطه نظر رياضي معادله گسسته 
 وضـع  أله بـد  توانـد، يـک مس ـ    وضـع مـي    سازي مسأله بـد   

اگر اطمينان از سازگاري دسـتگاه       محسوب نگردد، زيرا که   
 حاصل آيـد، دسـتگاه      Aو يک به يک بودن ماتريس      )۱۸(

، Aداراي جواب يکتا بوده و به دليل متناهي بودن اپراتـور          
، خواهد بـود و از      )کراندار(عکوس آن نيز اپراتوري پيوسته    م

اين رو از نقطه نظر تئوري رياضي دسـتگاه جـوابي يکتـا و              
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شـده يـک    وضع گسسته  پايدار است و دستگاه معادلات بد     
امـا بـه تجربـه ديـده        . گرددوضع محسوب مي  مسأله خوش 

سـازي  دستگاه معـادلات حاصـل از گسسـته       شده است که    
 هـاي مسـأله بـد      هنوز يک سـري مشخصـه      وضع مسأله بد 

: توان بـه  ا مي آن ه  از جمله     که ]۲۱[  را به همراه دارد    وضع
نوساني بردارهاي منفرد  روند روبه صفر مقادير منفرد، رفتار

چپ و راست که با افزايش انديس به شدت آن نيز افـزوده             
يـا شـبه     (کراني معکوس گردد و از نقطه نظر عددي بي      مي

 بـه    است که   از اين رو   . مسأله اشاره نمود    ماتريس )معکوس
  بـد  وضع مسـأئل   سازي مسائل بد  مسائل حاصل از گسسته   

روند روبه صفر مقادير منفرد     . گردد اطلاق مي  وضع گسسته 
سبب اختلاف بزرگترين مقدار منفرد با کـوچکترين مقـدار          

- صفر مي  که از نقطه نظر عددي، عددي نزديک به       ( منفرد
 عدد شرط را به همراه خواهد       گ شدن ، گرديده و بزر   )باشد

 گۀ وضع گسسته از جر    هاي معادلات بد   داشت، لذا دستگاه  
در . آيندنيز به حساب مي   " بدشرايط"هاي معادلات    دستگاه

هرگونه خطـايي   وجود   با فرض عدم     )۱۸(دستگاه معادلات   
انتظار داريم دستگاه معادلات سازگار بوده و جواب دستگاه         

 : آيداز معادله ذيل حاصل
)۲۵(                                                   = †x A b 

بـا   بـوده و     Aوارون مـاتريس   شـبه  A†که در رابطه فـوق      
هـا و روابـط مربـوط بـه تجزيـه           وارونتوجه به خواص شبه   

 :آيد ميبه دسته ذيل دير منفرد از رابطامق
)۲۶                       (= Σ ⇒ = ΣT † † TA U V A V U 

 از رابطه ذيـل     )۱۸( پس انتظار آن است که جواب دستگاه      
 :حاصل گردد

)۲۷(                                           
σ=

=∑
T

1 i

n
i

i
i

u bx v 

ــع    ــتگاه بدوض ــواب در دس ــود ج ــوص وج در خص
 شرط وجود   )۱۸(دستگاه معادلات در رابطه     : د مانن گسسته

وضع گسسته موسوم به شرط پيکـارد        جواب در دستگاه بد   
 .نمائيمرا به صورت ذيل ارائه مي

 

جـود جـواب در     شرط و ( د گسسته رشرط پيکا 
 )وضع گسسته مسأله بد

ــر ــد  اگ ــادلات ب ــتگاه مع ــع  در دس ــتوض  ۀ گسس
=Ax bــد ــاه ،باش ــردار مش ــارbدات ب ــه ، ع ي از هرگون

}خطايي بوده و مقادير منفرد     }iσ  مقـدار  پس از εA) εA ،
ماشـين حسـاب،   " دقـت اعشـاري نسـبي     "در عمل همـان     

فـزار فنـي    در نـرم ا   : باشد به عنوان مثال    مي epsموسوم به   
”MATLAB-7”  ،162.22 10eps −= ، روند رو به صفر     )×

آنگاه ،   داشته باشد   را داده و يک روند ثابت    دست  خود را از    
شرط پيکارد گسسـته برقـرار اسـت، اگـر بـه ازاي مقـادير               

εA) iεمنفرد بزرگتر از   σ<A(  ضرايب فوريه ،{ }T
iu b   بـه 

ــان     ــرد متناظرش ــادير منف ــريعتر از مق ــط س ــور متوس  ط
{ }|i iσ σ ε> Aــه صــفر ميــل نمايــد  در ايــن صــورت.  ب

آن هاي    يکي از جواب   دستگاه مفروض داراي جواب بوده و     
 :به صورت ذيل است

)۲۸(                                         
σ ε σ>

= ∑
T

i

i
i

iA

u bx v 

 و  A در عمل با انواع خطاها در ماتريس بدشرايط        
خطاهـاي  که در ايـن خصـوص       . گرديم مواجه مي  bبردار  

ــد از  ــداول عبارتن ــرروي    : مت ــم ب ــه ه ــب ک ــاي تقري خط
-ثير دارد، خطـاي انـدازه      تأ b و هم بروي بردار    Aماتريس

گيري که ايـن خطـا اغلـب بـرروي طـرف راسـت معادلـه                
ــي ــاب     bيعن ــل اجتن ــاي غيرقاب ــاً خط ــر دارد و نهايت  اث

 . b و بردارA در محاسبات عددي ماتريس"گردکردن"
گيــري در بــردار مشــاهدات مومــاً خطــاي انــدازهع

نسبت به ساير انواع خطاها بزرگتر بوده و همچنين خطـاي     
ــاهدات  exact(نســـبي در بـــردار مشـ exact

2 2
/−b b b ،

exactb:   بزرگتر از خطـاي نسـبي در        )بردار مشاهدات دقيق 
ــرايب  ــاتريس ضــ exact(مــ exact

2 2
/−A A A exactA :

 خطاها نيز بـه     بردار. ]۲۱[ باشدمي) ماتريس ضرايب دقيق  
 :نشان داده می شودصورت ذيل 

)۲۹(                                            = −
= +

exact

exact
e b b
b b e

 

وضـع  دباسـت مسـأله     ربا توجه به برقراري طـرف       
-عادلـه انتگرالـي آبـل     در شرط پيکارد فشرده در م     پيوسته  

 و بـزرگ    پواسن با فرض کوچـک دانسـتن خطـاي تقريـب          
که سـبب   ( وضع گسسته  مقياس بودن دستگاه معادلات بد    

شده ماتريس ضرايب   شود دستگاه در معادلات  گسسته     مي
بـردار    برقـراري  )رفتاري شبيه اپراتور انتگرالي داشته باشد     

 در شـرط پيکـارد گسسـته        exactb )دقيق(مشاهدات واقعي 
تـوان داشـت    گونه انتظاري نمي   ، اما هيچ  رودنيز انتظار مي  

) عضوي از فضـاي      eکه بردار خطاها   )AR ) اپراتـور ۷بـرد  
A (       و متعاقبـاً بـردار      بوده و در شرط پيکارد صدق نمـوده 

 در شـرط پيکـارد صـدق         نيز bگيري شده هدات اندازه مشا
 مستقل ،eهاي بردار خطاهابه عنوان مثال اگر درايه   . نمايد
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2و وريـانس  آماري و داراي توزيع نرمـال بـا اميـد صـفر             
0σ 

، هريک  Uال بودن ماتريس  باشد، آنگاه با توجه به اورتونرم     
T(از ضرايب فوريه بردار خطاها    

iu e (      يـک متغيـر تصـادفي
2نرمال با اميد صفر و وريانس     

0σ پـس اميـد قـدر       باشد مي ،
  قـرار ذيـل خواهـد بـود        بـه مطلق هر يک از ضرايب فوريه       

]۲۱[: 

)۳۰(                       σ ε
π π

−= =
1
2T

0
2 2( )iE mu e 

، نرم بردار خطاها بوده که با توجه        εرابطه فوق  در
2به فرضيات فوق برابر   

0mσدر اين صورت احتمال  .باشد مي
Tآنکه قدرمطلق ضرايب فوريه يعني    

iu e ديري نزديـک    مقا

0(به مقدار اميد آن   
2σ
π

 بيشـتر از آن     ،را اختيـار نمايـد    ) 

 سريعتر از مقـادير   و آن هماست که يک روند رو به کاهش 
}منفرد }iσ   ـ . را داشته باشد  دليلـي  ت از اين رو در اين حال

 .د وجود نخواهد داشتشرط پيکارجهت برقراري 
ابتدائاُ که ضرايب فوريـه     شود  عمل نيز ديده مي    در

 بــراي مقــادير منفــرد بــزرگ بــا ســرعت بــردار مشــاهدات
بيشتري نسبت به مقادير منفرد متناظرشان کاهش يافته و         

اي بـه بعـد ديـده خواهـد شـد کـه سـرعت               پس از مرتبـه   
ي بـــردار همگرايـــي قـــدر مطلـــق ضـــرايب فوريـــه    

}(مشاهدات }T
iu e (   نسبت به مقادير منفرد){ }iσ (  کمتـر

 در ايـن    . بـود  شده و شرط پيکارد گسسته صـادق نخواهـد        
حالــت عــدم برقــراري شــرط پيکــارد گسســته را ناشــي از 
 خطاهاي موجـود در مشـاهدات و حساسـيت مـاتريس بـد            
 شرايط ايجاد شده بـه حضـور خطاهـا در بـردار مشـاهدات         

 .نمائيميفرض م
اي بــه بعــد ســرعت از مرتبـه س در ايــن حالــت پ ـ

 نسـبت بـه سـرعت رو بـه صـفر            iσهمگرايي مقدير منفرد  
Tضــرايب فوريــه

iu b  بيشــتر شــده و ســبب بــزرگ شــدن
Tضرايب

i/i σu b  که متعاقبـاً بـزرگ شـدن نـرم          می گردد 
تـوان  نمـي لـذا    .ه همراه خواهد داشـت    بردار مجهولات را ب   

 جـــواب بدســـت آمـــده از رابطـــهانتظـــار داشـــت کـــه 
Error! Reference source not found.)   جـواب روش

تا اين حد به حضور خطاها از خـود          که   ،  )کمترين مربعات 
 همـان  لـذا    .شـد دهد، جواب معقولي با   حساسيت نشان مي  

گونه که در فصول آتـي بـدان پرداختـه خواهـد شـد، لازم               
وضـع    بـد   مسـأله   بـه  کـه هاي   روش است که با استفاده از    

 موسـوم بـه     ،دهـد مـي  را نسبت     يک جواب پايدار   گسسته،

  . استفاده نمودهاي پايدارسازي،روش
وضع گسسته به نرخ     وضعي هر مسأله بد    ميزان بد 

ته اسـت، در مسـائلي کـه نـرخ           وابس ـ کاهش مقادير منفرد  
 آنها بيشتر باشـد، بـه    مقادير منفرد در رو به صفر  همگرايي

Tسرعت بـزرگ شـدن ضـرايب      همان نحو   
i/i σu b   بيشـتر

ــاً واگرايـــــي ســـــري در ربـــــوده  ابطـــــه و متعاقبـــ
Error! Reference source not found. ــرعت ــا س  ب

ز نـرخ   از اين رو با استفاده ا     . بيشتري انجام خواهد پذيرفت   
 بـه   "درجـه بدوضـعي   "به نـام     کاهش مقادير منفرد کميتي   

ئل ا بدوضـعي مس ـ   عنوان معياري جهت نشان دادن ميـزان      
 .گردد، به صورت ذيل معرفي ميبدوضع گسسته

 وجود داشـته    αمثبت مانند  اگر يک عدد حقيقي      :تعريف
ــه طــوري  منفــرد در رابطــه رکــه تمــامي مقــادي باشــد، ب

( )i i ασ −=O         صدق نمايد، به عبارت ديگر به ازاي تمامي
}مقادير منفرد  }iσ       عدد حقيقـي مثبتـي ماننـد ،c   وجـود 

i:اشته باشيم داشته باشد، به طوري که د      ci ασ ، آنگـاه   ≥−
ن رابطه  ي در ا  .گردداطلاق مي " وضعي درجه بد "،  αبه عدد 
i اگـر در    .باشـد ير منفـرد م ـ   يس مقـاد  يدهنده انـد    نشان 

يـک حاصـل   يا مسـاوي    وضعي کوچکتر    جه بد اي در مسأله
1α(گردد    ، اگر درجه بـد    " ۸وضع خفيف  بد"مسأله را   ) ≥

1α( شـود  وضعي بزرگتر از يک حاصل      بـد "، مسـأله را   )<
وضعي بسـيار بزرگتـر از يـک         و اگر درجه بد   " ۹وضع ملايم 
-مـي " ۱۰وضـع شـديد    بد"، مسأله را    )�1α( بدست آيد 

 .]۲۱[ نامند
 

 مطالعه موردي
 انجـام در مطالعه مـوردي انجـام پذيرفتـه، هـدف           

ثقل تفاضلي  شتاب   مسأله انتقال به سمت پائين مشاهدات     
در منطقــــــه جغرافيــــــايي در تعيــــــين ژئوئيــــــد 

ــران 43.5(ايــ 64λ≤ 23.5و  ≥ 40φ≤ ــرروي ) ≥ بــ
ي عمـل   مبنا. ]۲۴[  بوده است  WGD2000نسابيضوي رفر 

حـل معکـوس معادلـه     اسـتفاده از  ،در اين مطالعه مـوردي   
، جهت بـرآورد مجهـولات   شده گسستهپواسن-انتگرالي آبل 

هـاي  ، بـدين منظـور از داده      کهپتانسيل ثقل تفاضلي بوده     
 :ه استذيل استفاده گرديد

 BGI  نقطه ثقلي بانـک داده     ۸۴۸۳هاي شتاب ثقل    داده •
 نحـوه توزيـع     )۱(لدر شک . ر منطقه جغرافيايي ايران   د

اين نقاط در منطقه جغرافيايي ايران نشان داده شـده          
 .است
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 از مدل ۳۶۰ضرايب هارمونيک بيضوي تا درجه و مرتبه   •
 .]EGM96 ]۲۵ل يژئوپتانس

1مدل رقـومي زمـين       • 1km km×      در منطقـه جغرافيـايي 
 .]۲۶[  تهيه گرديده استNIMAايران که توسط

 براي محاسـبه    GTM3ARهاي مدل   ضرايب هارمونيک  •
 توپـوگرافي در    ۳۶۰هاي تا درجـه و مرتبـه       طول موج 

 .]۲۷[ منطقه ايران

 
 . درمنطقه ايرانBGIت ايستگاههاي موقعي :۱ شکل

 

 از شـتاب ثقـل      هاي تفاضلي ابتدا  جهت ايجاد داده  
 در منطقـه جغرافيـايي      BGI نقطه ثقلـي بانـک داده      ۸۴۸۳

 کسر  ۳۶۰تا درجه و مرتبه   ايران ميدان شتاب ثقل رفرانس      
جهت هارمونيک سازي مشاهدات شتاب بايد سپس . گرديد

هـاي  ثقل تفاضلي اثر توپوگرافي باقي مانده ناشـي از جـرم          
 شـود لـذا  نيز از مشاهدات شتاب ثقـل کسـر   بالاي بيضوي   

، در مرحله بعد بـا اسـتفاده از انتگـرال نيـوتن             بدين منظور 
اي اثـر    اسـتوانه  مساحت چند بيضوي در سيستم تصوير هم    

محاسـبه   کيلومتر برروي نقاط ثقلي      ۵۵هاي تا فاصله    جرم
-نموده و اين اثر را نيز از مشاهدات شـتاب ثقـل کـم مـي               

هايي هارمونيک موسوم به   بدين ترتيب کميت  . ]۲۸[ نمائيم
جهـت اسـتفاده در مسـأله       شتاب ثقل تفاضـلي     "مشاهدات  

در  پواسـن -آبلبا استفاده از انتگرال     انتقال به سمت پائين     
-لـه انتگرالـي آبـل     سـپس معاد   .آيـد حاصل مي  )۴(رابطه  

20ک شبکه   روي ي ، بر   )۴(پواسن در رابطه     20′  برروي  ×′
 شــکلنس در منطقــه جغرافيــايي ايــران بــه ابيضــوي رفــر

  تبـديل   )۵(پواسـن در رابطـه      - انتگـرال آبـل    ۀشـد گسسته
وضـع   بـد  بدين ترتيب يـک دسـتگاه معـادلات          .گرددمی  

 ۸۴۸۳ و تعـداد معـادلات  ۳۱۰۰گسسته با تعداد مجهولات     
 دي عـد ۀرتب ـ :لـه ازجمآن مشخصـات  می آيـد کـه      حاصل  

)( ماتريس ضرايب  )rε A(وضع ، نرم اپراتور بد ) يا بزرگترين

2:مقـــدار منفـــرد  Maxσ=A(  کـــوچکترين مقـــدار ،
)(عدد شـرط مـاتريس ضـرايب      ) Minσ(منفرد )Cond A ( و

 .نجانده شده است گ)۳(در جدول) α(وضعي درجه بد
 

وضع ايجاد شده در مسأله انتقال  مشخصات مسأله بد: ٣ جدول
 .رفتهسمت پائين در مطالعه موردي صورت پذيبه 

α ( )Cond A Minσ σMax ( )rε A 
0.62
 

151.11 10×
 

141.55 10−×
 

17.24
 

2572 
 

 ، سـير نزولـي     رو به صفر مقادير منفرد      کلي چنين روند  هم
بـه ترتيـب در     کوچک  و مقادير منفرد    بزرگ  مقادير منفرد   

 .استآورده شده ) ۴( و )۳(، )۲(اشکال

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
0

2

4

6

8

10

12

14

16

i

Si
ng

ul
ar

 V
al

ue
s

 
 . تغييرات مقادير منفرد:۲ شکل
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 .٣ تغييرات نزولي مقادير منفرد در ابتداي شکل :۳شکل
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 .٣در انتها شکل  تغييرات نزولي مقادير منفرد :٤شکل
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رفتار نوساني بردارهاي منفـرد     نيز  ) ۶(و  ) ۵(اشکال
براي مقادير منفرد بزرگ و مقادير منفـرد     به ترتيب     را چپ

) ۸(و  ) ۷( در اشـکال   به صورت مشـابه    نشان داده و     کوچک
بـراي  بـه ترتيـب      ،نيز رفتار نوساني بردارهاي منفرد راست     

نشـان داده   مقادير منفرد بزرگ و مقـادير منفـرد کوچـک           
شـود، بردارهـاي    گونه کـه مشـاهده مـي        همان .شده است 

) بـراي مقـادير منفـرد بـزرگ       (منفرد چپ و راست در ابتدا     
داراي رفتار نوساني کمتر و در انتهـا بـراي مقـادير منفـرد              

 .باشندکوچک داراي رفتار نوساني شديدتري مي
 

 
 براي مقادير منفرد iu رفتار نوساني بردارهاي منفرد:۵ شکل

 .بزرگ
 

 
 براي مقادير منفرد iu رفتار نوساني بردار منفرد:٦ شکل

 .کوچک
  

 
 . براي مقادير منفرد بزرگiv رفتار نوساني بردار منفرد:٧ شکل

 

 
 براي مقادير منفرد iv رفتار نوساني بردار منفرد:٨ شکل

 .کوچک
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 . برقراري شرط پيکارد براي مقادير منفرد بزرگ: ۹ شکل
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 عدم برقراري شرط پيکارد براي مقادير منفرد :١٠ شکل

 .کوچک
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نيز شرط پيکارد بـه ترتيـب       ) ۱۰(و  ) ۹(در اشکال   
براي مقادير منفرد بزرگ و مقادير منفرد کوچـک بررسـي           

ام 205شــاهده گرديــد کــه تــا انــديسگرديــده اســت و م
Tيعنـي (قدرمطلق ضـرايب فوريـه بـردار مشـاهدات        

iu b( ،
 .باشد ميiσکوچکتر از مقادير منفرد متناظر آن

 
 بحث و نتيجه

 در خصوص مسـأله     )۳(با توجه به اطلاعات جدول      
-تگـرال آبـل   ناسـازي   د شده ناشي از گسسته    وضع ايجا  بد

 با  ،ماتريس حاصله پواسن، در مسأله انتقال به سمت پائين،        
 و Maxσ اخـتلاف زيــاد بزرگتـرين مقـدار منفــرد   توجـه بـه  

Max  يعني Minσکوچکترين مقدار منفرد   Minσ σ� يا به    و
  نســبت بــه عــدد  بــزرگ بــودن عــدد شــرطديگــرعبــارت 

151.11 (يک 10 1× به حساب  ، يک ماتريس بدشرايط     )�
 از نقطـه نظـر تئـوري رياضـي بـه دليـل مخـالف                .آيـد مي

 تـرين مقـدار منفـرد، مـاتريس ضـرايب          صفر بودن کوچک  
ــي      ــوب م ــل محس ــه کام ــا رتب ــاتريس ب ــک م ــرددي  گ

)ε = =( ) 3100r nA.( 
 گسسـته در    وضعي مسـأله بدوضـع      خصوص بد  در

ن در مطالعـه مـوردي انجـام        ييمسأله انتقال بـه سـمت پـا       
کـه  حاصـل گرديـد     0.62وضـعي برابـر    بد درجه" ،پذيرفته

و از ايـن رو ايـن مسـأله         اسـت   يـک    تـر از   عددي کوچـک  
وضـعي   چه که پيشـتر در مـورد بـد         بدوضع با توجه به آن    

 وضـع خفيـف     مسـأله بـد    ، يـک   اشاره گرديـد   مسائل بدان 
چنين در خصوص بدوضـعي مسـأله     هم .گرددمحسوب مي 

 و بردارهـاي   رفتار مقادير منفـرد      ، مفروض ۀضع گسست و بد

، کـه بـا     قرارگرفت در اين مطالعه موردي بررسي       نيز منفرد
-وضع گسسته انتظار مـي     ه که از مسائل بد    چ توجه به آن  

هـاي مسـأله     از مشخصـه   مسأله هنوز يک سـري    اين  رفت،  
 وند رو بـه صـفر مقـادير منفـرد،         ر: جمله  از بدوضع پيوسته 

 شـکل ( و رفتار نوساني بردارهـاي منفـرد      ) ۴ و ۳ ،۲شکل(
  .، را به همراه دارد)۸ و ۵،۶،۷

شرط پيکارد گسسته نيز به عنوان شرط وجود 
 نتايج وضع گسسته بررسي گرديد، له بدئر مسجواب د

 پيکارد براي مقادير منفرد بزرگحاکي از برقراري شرط 
منفرد  راري شرط پيکارد براي مقاديرقدم برعو ) ۹شکل(

گونه که پيشتر بدان  همان. باشد مي)۱۰شکل( کوچک
 ناشي از حضور گرديد، عدم برقراري شرط پيکارداشاره 

 با .اجتناب در بردار مشاهدات استخطاهاي غير قابل 
قال سمت پايين در توجه مطالب ذكر شده مسئله اصلي انت

سمت ه  لذا مسئله انتقال ب.نمايد شرط پيكارد صدق مي
 بوده،  داراي جواب پواسن-ستفاده از انتگرال آبلپايين با ا
 يستي بايبا معنک جواب ي بدست آوردن يبرابنابراين 

 يا حذف  مقادير منفرد كوچك كاستهامتناظر بسهم جواب 
 . استيدارسازي پايها که هدف روشگردد

 
 تقدير و تشکر

س ي دانشگاه تهران و پردياز معاونت پژوهش
ق در ين تحقي از ايت مالي به سبب حماي فنيهادانشکده

 تشکر و ۰۱/۱/۸۱۰۳۹۱۸ شماره يقالب طرح پژوهش
 .شودي ميقدردان
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 واژه های انگليسی به ترتيب استفاده در متن

1 - Molodensky 
2 - Quasi Geoid 
3 - Normal height Systems 
4 - Oblique 
5 - Ill-posed 
6 - Singular Value Decomposition 
7 - Range 
8 - Mildly Ill-posed 
9 - Moderately Ill-posed 
10 - Severely Ill-posed 


