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جواب معادله پواسون غير خطي با شرايط مرزي مخلوط به روش اجزاء 
  محدود

  

  2 و بهمن مهري1*غلامرضا شهريار حشمتي
   دانشگاه تهران-  پرديس دانشكده هاي فني -دانشيار گروه علوم پايه مهندسي 1

   دانشگاه صنعتي شريف-ستاد دانشكده رياضي ا2
  )29/2/87 ، تاريخ تصويب12/9/86تاريخ دريافت (

  چكيده
در اين مقاله، معادله پواسون را كه مدل رياضي بسياري از مسائل فيزيكي و مهندسي مانند انتقال حـرارت و غيـره مـي باشـد درنظـر                              

گرفته و با استفاده از روش اجزاء محدود، معادله را به صورت عددي حل نموده و در حالات خاصي كه بتوان جواب معادله انتقال حرارت را بـه                     
جالب توجه است كه بسياري از اين مسائل كـه در مهندسـي كـاربرد فـراوان                 . رت تحليلي به دست آورد با جواب عددي مقايسه مي نمائيم          صو

 تحت تاثير حرارت به دسـت  Sحرارت روغن ماشين را در يك مخزن كروي شكل  مثلاً اگر بخواهيم انتقال . دارند به طور كامل حل نشده است      

α==Δآوريم به معادله     ufu        0  با شرط مرزيg
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∂
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در اين مقاله ادعا     . مي رسيم كه تاكنون به طور كامل حل نشده است          ∂

  . با شرايط مرزي را حل مي نمائيم، بلكه روشي براي روشن شدن مطلب ارائه مي دهيم1نمي كنيم كه تمام مسائل پواسون
  

  3 روش گاوس- 2 روش گالركين-  روش اجزاء محدود- ونمعادله پواس :واژه هاي كليدي 
  

  مقدمه 
در مورد مسئله پواسون به خاطر كاربردهاي فراوان        

يادآوري مي شـود    . آن تحقيقات بسياري انجام گرفته است     
  : كه مسائلي مانند 
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ــه در آن  ــضاي  Ωكـ ــدار در فـ ــه اي كرانـ  و nR ناحيـ
Ω∂=Γ   مرز ،Ω ه  زير مجموع  2 كه تشكيل شده از      است

1Γ  2 وΓ ،21 Γ∪Γ=Γ داراي كاربردهاي فراواني در كه 
 پـيچش اري از مسائل مهندسي، مانند انتقال حـرارت،         بسي

در ادامه به حل نـوع خاصـي از          .يك ميله و غيره مي باشد     
  .اين مسئله مي پردازيم

  

  پايه رياضي 
همراه با شرايط   را  معادله ديفرانسيل غيرخطي زير     

   :درنظر مي گيريممرزي آن 
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  .مي باشد
  ت  به صور) 1(يك فرمول بندي ضعيف معادله 
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 در فـضاي  vمي باشد كه در آن تـابع وزن يـا تـابع تـست         
H1)(4سوبولو Ω      بـا اسـتفاده از فرمـول       .   فرض مـي شـود
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  .نوشته مي شود
  

  تابع تقريب
   و Ωانتگرال ها روي تمام ناحيه ) 7(ادله ـدر مع 
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بـا اسـتفاده از خاصـيت انتگـرال         .  آن داده شده اند    Γمرز  
 زير ناحيه يا جـزء،      m به   Ωهاي معين و با تقسيم ناحيه       

  :زير نوشته مي شودبه صورت ) 3(معادله 
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 گره باشد و    8ناحيه را طوري تقسيم مي كنيم كه داراي         و  

  :زير تقريب مي نمائيم را با تابع uتابع 
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 ـ" iψ و   uره اي   ـر گ ـ مقادي iuكه در آن      "كلـع ش ـ ـتواب
  .مي باشند

  به وضوح در حالت كلي 
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ivبا استفاده از روش گالركين، با قرار دادن          Ψ=   معادلـه ،
  :زير نوشته مي شودروي هرعنصر يا جزء به صورت ) 9(
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2,1i,...,8كه در آن  =   
  .به صورت زير نوشته مي شود) 12(بالاخره معادله 
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  كه در آن 
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2,1i,...,8 در تمام آنها     بوده و  اين انتگرال ها   . مي باشد  =
را با هر تعداد دلخواه از نقاط انتگرال گيري به روش گاوس            

ه ـاسب ــد، مح ـد ش ـ ـت داده خواه ـ  ـرح آن در پيوس   ـكه ش 
  .مي كنيم

ا جمع آنها   بپس از محاسبه ماتريس هاي هر جزء،        
) 15(معادله  . حاصل را روي تمام ناحيه به دست مي آوريم        

عبارت غيرخطـي دسـتگاه را نـشان مـي دهـد و بـا روش                
ــر حــل     ــه صــورت زي ــتگاه را ب ــت دس ــه ثاب ــراري نقط   تك

  :مي نمائيم
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كه در آن انديس بالا تعداد تكرارها و انديس پايين          
معيارهـاي همگرائـي    .  ماتريس ها را نشان مي دهـد       مرتبه

  :رنظر گرفتمانند رابطه زير دمختلفي را مي توان 
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بول ق  يك تولرانس قابل   Tolرارها و   ــ تعداد تك  nكه در آن    
  .است

ديده مي شـود، دو     ) 1(طور كه در معادلات      همان
 يك قسمت از شـرايط       كه وجود دارند نوع از شرايط مرزي     

.  مي باشد  u  و در بقيه، تغييرات    uمرزي، مقادير داده شده     
  . به صورت زير نوشته مي شود)18(بنابراين، معادله 
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  . مقادير معلومي مي باشند2E و 2u ، 1fكه در آن 
) 21(، معادلـه    ملاحظه مي گـردد   طور كه    همان

  .كراري زير منجر مي شودبه معادله ت
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 بـه سـادگي محاسـبه       2fو در آخر تكرار، در صورت لزوم،        

  .مي شود
  

  مثال هاي عددي
ــه      ــك برنام ــوان ي ــي ت ــل م براســاس بخــش قب

بـراي افـزايش    . نوشـت ) 1(كامپيوتري بـراي حـل معادلـه        
. ]1[استفاده شده اسـت      نظرفيت برنامه از روش اسكايلاي    

 آنهـا در تمـام    شـده و    در اين بخش چند مثال عددي ارائه        
ــين جــواب هــاي عــددي و تحليلــي انجــام     مقايــسه اي ب

  .مي گيرد
  

، α=1و ) حالـت يـك بعـدي    (n = 1بـه ازاي   : 1مثال 
  .مسئله با مقدار مرزي زير را درنظر مي گيريم
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  جواب تحليلي مسئله، عبارت است از 
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  .1عناصر محدود براي شرايط مرزي مثال  : 1شكل 
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  . تكرار و خطاي محاسبه12جواب مسئله بعد از  : 2شكل 
   

تـوان ايـن     نشان مي دهد كه چگونه مي   )1(ل  شك
مسئله يك بعدي را با برنامه اي كه در اصل بـراي مـسائل              

 را با   [0,1]ابتدا، بازه   . سه بعدي نوشته شده است حل كرد      
م ـوازي تقـسي  ـائي با اضـلاع م ـ    ـزء فض ـ ج 10اده از   ـفـاست

. دو بعد ديگر را مي توان به دلخواه انتخاب كـرد          . مي كنيم 
  . نقطه گاوسي انجام گرفته است8تگرال گيري ها با تمام ان

   تكـرار برنامـه همگـرا       12 بعـد از      كـه  در اين مثال  
 نقطـه گاوسـي و      8مي شود، قابل ذكر است كه تنها بـراي          

 )2(شــكل مناســب بــوده و  ، جــواب x تقــسيم محــور 10
اثر تعداد تكرارها را روي نتيجـه نـشان         نتيجه و هم چنين     

  .مي دهد
  

را بـا شـرايط      α=2.0 يك بعدي بـا       اي سئلهم  :2مثال  
  . در نظر مي گيريمزير
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  جواب تحليلي مسئله عبارت است از 
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اي  جز بر  بوده )1(هندسه مسئله دقيقاً مانند شكل      
  : مرزي كه به صورت زير مي باشندشرايط
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 نـشان داده    )3(طور كه در شكل      اين بار نيز همان   
  . نقطه گاوسي استفاده شده است8از . شده است

  
  .مقايسه جواب تقريبي با جواب اصلي : 3شكل 

  

زاي آخرين مثـال يـك بعـدي، بـه ا         اين مثال كه      :3مثال  
5.0=αمسئله زير را درنظر مي گيريممي باشد ،.  
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 10از دو گسسته سازي مختلف اولي بـا         كه در آن    
اسـتفاده شـده     2  و 1 بين   x جزء براي    40و دومي با    جزء  
منظـور   نقطـه گاوسـي      8 تكرار و    50در هر دو مورد     . است

   درصد خطا را در اين حالات نشان        )4(شكل  . استگرديده  
 جـزء   10ر كه ديده مي شـود، تقـسيم          طو همان .مي دهد 

  .مي دهدرا به دست دقت كافي 
  

احيه مربعي شكل    بعدي زير را در يك ن      2 مسئله    :4مثال  
  .درنظر مي گيريم
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 و جـواب تحليلـي      بـوده  1 برابـر    αدر اين مثـال     
  مسئله عبارت است از 

)31                           ()3ycos()x2cosh(4u = 
 جـزء فـضائي     16از  ضمن اين كه    در كوشش اول،    

از  اسـتحكام اجـسام      ،قطه گاوسي استفاده شده است     ن 8با  
 گسسته سازي فضائي    )5(شكل  .  نيستند اهميتي برخوردار 

 6مسئله و مقايسه جواب دقيق و جـواب عـددي را بعـد از               

برنامه تنها ثابت    از آن جائي كه     . تكرار نشان مي دهد   
n
u
δ
δ 

متوسـط  را در سطوح جسم قبول مي كند، از يـك ميـزان             
  .براي آن استفاده شده است

مشاهده مي شود تعداد نقاط گاوس      همان طور كه    
نتيجه يك گسسته   ) 6 (شكل. تاثير كمي روي جواب دارند    

 9را بعـد از     )  عنـصر يـا جـزء      64(تر مسئله    سازي كوچك 
  تكرار و مقايـسه جـواب دقيـق بـا جـواب عـددي را نـشان             

  .جواب بسيار بهتر است و مي دهد

  

  
  

  . تكرار50 عنصر با 10 – تكرار ب 50 عنصر با 40 –الف :  4شكل
  

  
  

   .  نقاط گاوسي8 عناصر صلب با 16 :  5 شكل
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  . نقاط گوسي8 عنصر صلب با 64  :6شكل  

  
  نتيجه گيري 

ــراي حــل يــك مــسئله     روش اجــزاي محــدود ب
دسـتگاه  . پواسون غير خطي به طور مشروح شرح داده شد        

مي شوند بـه طـور طبيعـي غيرخطـي          معادلاتي كه نتيجه    
ــوده  ــا روش تكــرار ســاده حــل ب  و يــك برنامــه گــرددو ب

كامپيوتري غير خطي جزء محدود بنا شده روي آن نوشته          
  .مي شود

 شده ناحيه هاي بـسيار      ارائههرچند كه مثال هاي     
   نـشان مـي دهـد كـه         يخوببه  منظم مي باشند ولي نتايج      

مـورد اسـتفاده   نيز  روش را براي نواحي مشكل تر       مي توان   
  .قرار داد

  

  تقدير و تشكر
اين مقالـه مـستخرج از طـرح پژوهـشي شـماره              

ــالي و معنـ ـ 1057/2/611 ــشتيباني م ــا پ ــرديس ـ ب وي پ
دانشكده هاي فني دانشگاه تهران ميـسر گرديـد، لـذا لازم            
مي دانيم از مسئولين محترم پرديس دانشكده هاي فني و          

 تـشكر و قـدرداني    معاونت محترم پژوهشي دانشگاه تهـران     
  .نمائيم

  

  پيوست
ــبات      ــادگي محاس ــراي س ــه ب مناســب اســت ك

 نـشان داده    )7(مختصات نرمال شده مانند آنچه در شـكل         
شــده اســت درنظــر گرفتــه شــود و توابــع شــكل در ايــن  

  .شده باشندفرض مختصات دانسته 

  
  .مختصات نرماليزه: 7شكل 

  

 در ايـن    . مي باشـند   2 برابر   )7(شكل  در  تمام ابعاد مكعب    
  مختصات، توابع شكل عبارتند از 

)1 (                        
8/)1)(1)(1(

8/)1)(1)(1(

8

1

ζ+η+ξ−=ψ

ζ−η−ξ−=ψ
M 

اجزاي فضائي مورد اسـتفاده هـم پيرامـون مـي           كه در آن    
  :براي محاسبه گراديان و توابع شكل، داريم . باشند
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مشتق گيري نسبت به مختصات نرمال شده انجـام گرفتـه           
) 22(بنـابراين معادلـه     .  ماتريس ژاكوبي مي باشد    Jاست و   

  : زير نوشته مي شوددر مختصات نرمال شده به صورت
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فـرض مـي شـود كـه        ) 23(براي محاسبه انتگرال    
 مـي باشـد و در صـورت         f روي سطح ثابت و برابر       uتغيير  

  .نياز انتگرال گيري روي هر وجه جزء سطح انجام مي گيرد
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 وجه با فرض آنكه      و قائم بر   zزاويه بين محور    γكه در آن    
بـراي  بـوده و در نهايـت     نباشـد    z محـور     بـا  سطح مـوازي  

  :از روابط زير استفاده مي گردد) 24(محاسبه انتگرال 

)6    (           
∫ ∫ ∫ ∑

∫ ∑

− − −
α

=

Ω

α

=

ςηξψψ

=Ωψψ=

1

1

1

1

1

1

8

1j
ji

8

1j
jji

e
i

ddd|J|))uj((

d))u((E
e

 

در تمام انتگرال ها    ذكر اين نكته ضروري است كه       
و اثر تعـداد نقـاط      گرديده  از انتگرال گيري گاوس استفاده      

  .تگرال گيري روي مثال ها نشان داده شده استان
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  واژه هاي انگليسي به ترتيب استفاده در متن

1 - Poisson 
2 - Galerkin 
3 - Gauss 
4 - Sobolev 
5 - Green 


