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Summary 
Electrical resistivity tomography is a simple, cost-effective, and highly practical method for surveying 

near-surface properties. Today, this method is widely used in the discovery and exploitation of water 

resources, archeology, and environmental and hydro-geophysical studies (such as estimating the 

hydrogeological parameters of the aquifer). In electrical resistivity imaging, according to the purpose 

and location of data collection, the electrodes are placed in specific arrays, and data collection is 

performed. The collected data (potential distribution or apparent resistivity) is then transformed into a 

distribution of actual electrical resistivity values using inverse modeling methods. Imaging requires 

defining and solving a nonlinear inverse problem. In this strategy, we optimize the objective function, 

which consists of fitting field and theoretical data. First, the physics of the problem (forward model) is 

presented by solving Poisson's equation with the finite difference numerical solution method. An 

accurate and efficient forward calculation is the basis of most processes of the inversion. Calculation of 

resistivity forward responses is carried out using simulation of the current flow into the earth’s surface 

through solving Poisson’s equation. In this contribution, a finite-difference algorithm is applied to 

discretize the simulated models, restricted by a mixed boundary condition. One of the merits of the 

finite-difference method over the other methods is its well-known ability to quickly approximate the 

solutions for any arbitrary and complex structure models. The finite-difference method is relatively fast 

compared with the finite-element method. However, to include a general topography, the finite-element 

method becomes a better selection despite being computationally expensive. The partial differential 

equations governing the resistivity problem are obtained by using the principle of conservation of 

charge and the continuity equation. 

The inverse problem is then solved by linearizing the problem in different iterations. A significant part 

of this research is how to perform inverse modeling of electrical resistivity data. The formulation and 

solution of the forward and inverse problem in this dissertation have been programmed in MATLAB 

and part of the program has been written in the C language to increase the computing speed. The field 

data is noisy due to the non-ideal measuring instruments, improperly filed conditions, operator errors, 

and geological conditions. Noise values can play a pivotal role in the inversion of electrical resistivity 

due to the special properties of the inverse problem. A proper estimation of field measurements noise 

level prevents over- or under-fitting of the calculated data and field data during inversion. Improper 

fitting (i.e., fitting where the value of the parameter 𝜒2 is much more or less than one) leads to creating 

an artifact or loss of important details in the final inverted model. In this paper, to deal with the effect of 

noise level on the ERT inversion results, two methods of reciprocity error method and stacking error 

method have been used. The results of numerical modeling show that the appropriate estimation of the 

noise level leads to the estimation of subsurface resistivity models close to the ground reality. We also 

provide a comparison between the inversion results obtained with the presence of noise level and those 

derived without including the weighting matrix into the objective function. 
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 چکیده

. در شود خطی انجام می وارون غیر مسئلهويژه الکتريکی از طريق تعريف و حل يک  سازي دوبعدي الکتريکی تحت عنوان توموگرافی مقاومت تصوير
گیري، شرايط نامناسب برداشت، خطاهاي اپراتوري و شرايط  هاي اندازه آل نبودن دستگاه دلیل ايده به صحرائی هاي حاصل از برداشت اغلب موارد داده

سازي  تواند نقش محوري در وارون هاي خاص مسئله وارون می دلیل ويژگی ي و مقادير نوفه بهاز توزيع آمار آگاهیشناسی، داراي نوفه هستند.  زمین
هاي  هاي محاسباتی و داده که برآورد درستی از مقادير نوفه، مانع برازش بیش از حد و کمتر از حد داده طوري هويژه الکتريکی ايفا کند. ب مقاومت

خیلی بیشتر يا کمتر از يک باشد( منجر به ايجاد  𝜒2 برازشی که مقدار پارامتر)ع برازش نامناسب شود. در واق سازي می صحرائی در حین وارون
هاي صحرايی از طريق  شود؛ بنابراين برآورد صحیح از سطح نوفه داده هاي کاذب يا از دست دادن جزئیات مهم در مدل وارون نهايی می  هنجاري بی

در اين مقاله براي ارزيابی ناپذير است.  تخمین مدلی نزديک به واقعیت زمین ضرورتی اجتناببا هدف هاي صحرايی  يا تکنیکهاي رياضی و  مدل
ها که متشکل از سطح نوفه در هر داده است از طريق دو  هاي وارون، ماتريس وزنی داده هاي صحرايی در خروجی مدل نقش برآورد سطح نوفه داده

دهد  مصنوعی و صحرائی نشان می هاي دادهروي  هاي عددي بر سازي . نتايج مدلشود ونر محاسبه می  هپاسخی و برانبارش و در قالب آراي روش هم
 شود.  ه نزديک به واقعیت زمین میويژ هاي مقاومت منجر به برآورد مدل ها دادهکه تخمین صحیح ماتريس وزنی 

 

، (ERTتوموگرافی مقاومت ويژه الکتريکی )، تفاضل محدودتخمین سطح نوفه،  ،پاسخی خطاي برانبارش، خطاي هم :های كلیدی واژه

 .یرخطیغسازي  وارون
 

 مقدمه. 1

های مهم و  یكي از روشالكتریكي ویژه  مقاومت روش

پرکاربرد ژئوفیزیكي برای برداشت داده و مطالعه 

در  بار نیاولاست. این روش برای  زیرسطحيساختارهای 

در  توسط کنراد شلومبرژهل قرن بیستم فرانسه و در اوای

عرفي شد. نتیجه تحقیقات شلومبرژه یک مطالعه معدني م

با موضوع مطالعات اکتشافي مخازن  1929در سال 

ویژه الكتریكي،  مقاومت  هیدروکربني با استفاده از روش

منجر به کشف مخازن هیدروکربني در اتحاد جماهیر 

شده  گیری کمک بررسي ولتاژ اندازه شوروی شد. وی با 

شده به درون زمین  الكتریكي تزریق  که در ارتباط با جریان

. طي تخمین بزنداست، توانست ساختار زیرسطح زمین را 

و  یبعددو الكتریكي تصویرسازی های اخیر، روش دهه

روش  نیاز ا کرده است. دایپ یا گسترده شیافزاسه بعدی 

و  يشناس نیبا زم يمناطق آمایش یتوان برا يم

. امروزه با استفاده کرد دهیچیپ يرسطحیزهای  هنجاری بي

پیشرفت تجهیزات و ابزارآلات در عملیات صحرایي مثل 

ها  گیری ابزارهای چندکاناله و چندالكترودی، بهبود اندازه

های  و دسترسي به کامپیوترهای قدرتمند برای حل مسئله

 Electrical)ویژه  عددی، روش توموگرافي مقاومت

Resistivity Tomography )ابزاری برای بررسي  عنوان به

ساختارهای زمین و نیز پي جوئي و اکتشاف منابع آبي 

 پیدا کرده استای زیرزمیني و مواد معدني کاربرد گسترده

؛ لوک و 1993و بارکر،  تزیفیگر ؛1991 ،ناو)پارک و 

؛ 1999؛ اولدنبرگ و لي، 1996؛ داهلین، 1995بارکر، 

؛ 2012؛ کمنا و همكاران، 2007 سیگل و همكاران،

، a1979دی و موریسون ) (.2018زدانوف و همكاران، 

b1979سازی پیشرو میدان الكتریكي  ( به بررسي مدل

محیط زیرسطحي زمین حاصل از تزریق جریان الكتریكي 
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نتایج این مطالعات منجر به ای پرداختند.  یک منبع نقطه

های  پیشرو دادهسازی  های بسیار مهمي در مدل پیشرفت

های  سازی داده . این مدلویژه الكتریكي شد مقاومت

ویژه الكتریكي با استفاده از رویكرد تفاضل  مقاومت

های ساده بلوکي و دلخواه دوبعدی  صورت مدل محدود به

بعدی از ساختارهای پیچیده محیط زیرسطحي زمین  و سه

( با تمرکز بر بهبود 1992انجام شد. مک گیلیوری )

تر و کارآمدتری از  های عددی، حل صحیح وریتمالگ

ویژه  های مقاومت سازی پیشرو داده معادلات مسئله مدل

سازی پیشرو  یافته مدل الكتریكي ارائه کرد. الگوریتم بهبود

سازی معادلات انتگرالي به روش تفاضل  گسسته بر يمبتن

ویژه  های مقاومت محدود، بر روی طیف وسیعي از داده

های الكترودی  چاهي با آرایه طحي و درونالكتریكي س

مختلف و همچنین با در نظر گرفتن ساختارهای پیچیده 

سازی پیشرو، طراحي و اجرا  رسانا و توپوگرافي در مدل

 شد.

( در یک مطالعه که از مطالعات اولیه 1968باکوس و گیلبرت )

محسوب ( Ill-Posed)های بدوضع  سازی سیستم در وارون

های بدوضع با  سازی سیستم که واروندادند شود، نشان  مي

 Optimally)استفاده از روش میانگین محلي بهینه 

Localized Average Method )که به روش باکوس-

پذیر است. یک روش  گیلبرت نیز معروف است، امكان

 های معادلاتي بدوضع سازی سیستم دیگر برای وارون

کاربرد روش تجزیه ، های همراه با نوفه حاصل شده از داده

(. کلربوت و 1972است )جكسون، ( SVDمقادیر تكین )

سازی یک  ( نشان دادند که برای انجام وارون1973مویر )

( Outliers)های پرت  مجموعه داده که حاوی داده

ها نسبت  برازش داده باشد، استفاده از نُرم یک از عدم مي

تر  قبول قابل مربعات، کارآمدتر و به کاربرد نُرم دو کمترین 

مربعات یک روش  روش کمترین  سازی به وارون باشد. مي

گذشته توسط از آید و  حساب مي کاربردی و رایج به

و ووزوف،  تیاسم) :مثلاستفاده شده است  محققان

ات نشان قنتیجه تحقی(. 1984و همكاران،  پی؛ تر1984

مناسب،  سازی منظمعامل  کیبا استفاده از داده است که 

شود.  يو همگرا م داریپامربعات  مسئله کمترین 

. (1992، ساساکي؛ 1990 ،و کانستبل گروت هدلین دی)

سازی  ( با گسترش و تعمیم وارون1994اولدنبرگ و لي )

ویژه الكتریكي،  های مقاومت شده داده سازی منظم

های پلاریزاسیون القایي را مبتني بر  سازی داده وارون

های  سازی داده حاصل از وارون محاسبه ماتریس حساسیت

ویژه انجام دادند. یک ضعف بزرگ روش  مقاومت

بر بودن آن  مربعات، حجم بالای محاسبات و زمان کمترین 

( برای افزایش سرعت 1994است. لوک و بارکر )

نیوتن  مربعات، روش شبه سازی به روش کمترین  وارون

(Quasi-Newton) ت کار بردند که سرعت محاسبا را به

های کمترین  سازی در آن روش، هشت برابر دیگر وارون

بود.  (Gauss-Newton) نیوتن- روش گاوس  مربعات به 

در یک تحقیق دیگر، کاهش زمان محاسبات و بهبود 

ویژه  های مقاومت سازی غیرخطي داده سرعت وارون

مربعات توسط لوک و بارکر  دوبعدی با روش کمترین 

روش واهمامیخت کمترین  ( بررسي شد که آن را1995)

( Least-Squares Deconvolution Method) مربعات 

نامیدند. در این روش برای محاسبه ماتریس حساسیت از 

 کی یبرا (Frechet Derivative) فرشت مشتقمحاسبه 

که  شود و از آنجایي استفاده ميهمگن  یفضا نیم

ای ندارند،  های موجود در مسئله حل تحلیلي ساده انتگرال

( Gaussian Quadrature)روش تربیع گاوسي  را به ها آن

( 1999(. اولدنبرگ و لي )1994کنند )لوک،  حل مي

یافته داده با  سازی تعمیم اصلاحات بیشتری بر روی وارون

ازی و تخمین عمق بررسي س هدف برآورد پارامتر منظم

ویژه انجام دادند. لوک و  های مقاومت برداشت داده

سازی  ( نتایج حاصل از انجام وارون2003همكاران )

ای و صحرایي  های محاسبه چندین مجموعه از داده

ویژه، با استفاده از هر دو روش هموار )کاربرد نرم  مقاومت

قایسه و دو( و بلوکي )کاربرد نرم یک( را با یكدیگر م

ها بحث کردند.  درباره مزایا و معایب هر یک از این روش

( در یک بررسي مروری به 2013لوک و همكاران )

بعدی روش  های دوبعدی و سه تغییرات اخیر در آمایش
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 چند سال گذشته راتحولات  ها آنویژه پرداختند.  مقاومت

به با توجه  بررسي کردند و در نتیجه در چند حوزه خاص

 ندهیآ ها در روی این حوزه تغییرات درباره نحوه پیشروند 

 بحث نمودند.

از مشاهدات  ریناپذ یيجدا يگیری جزئ اندازه یخطاها

منجر به مدل  یيخطاها نیمناسب چن فیاست. توص يعلم

 شود و در تر مي خروجي بهتر و در نهایت تفسیر دقیق

تسو و همكاران، ) است یضرورامری ها  گیری اندازه

 ای يگیری ممكن است تصادف اندازه یخطاها .(2017

 يكیزیوارون ژئوف یها د. در روشنباش کیستماتیس

فرض  يو تصادف مستقل گیری اندازه یمتداول، خطاها

دقت مدل  شامل عدممعمولاً سازی  مدل یشوند. خطاها  مي

مدل ودن بن( و مناسب سازی گسستهدلیل  به مثلاً)پیشرو 

با استفاده از  یبعد سه مسئله کی حلعنوان مثال  )به پیشرو

 راسازی  مدل یخطاهاباشند.  دوبعدی( ميمدل  کی

مشخص دامنه  کی پیشرو یها داده سهیمقاوسیله  بهتوان  يم

تسو و همكاران، کرد ) يبررس ي،لیتحل یها حل با راه

ویژه  یابي به مدل توزیع مكاني مقاومت دست (.2017

های  زیرسطح زمین با استفاده از مجموعه کوچكي از داده

صحرایي که همراه با نوفه هستند، یک امر سخت و 

 یها یساز مدلبرانگیز است. تخمین سطح نوفه در  چالش

وارون از آن جهت دارای اهمیت است که ارزیابي صحیح 

امكان تعریف یک  یا مشاهده یها دادهاز میزان خطا در 

ضابطه توقف مناسب در حین حل مسئله وارون را فراهم 

از مدل  کمتر حدو مانع از برازش بیش از حد یا  آورد يم

تخمین نوفه بیشتر از  گرید عبارت به. شود يم ها دادهبه 

و  مقدار واقعي آن باعث حذف جزئیاتي از مدل زمین

های  ایجاد آنومالي ر بهتخمیني کمتر از مقدار واقعي منج

برآورد با های مختلفي در رابطه شود. رهیافت ناخواسته مي

 توان يماز جمله  وجود دارد ERT یها دادهسطح نوفه در 

خطای  ، روش(Stacking Methodبه روش برانبارش )

و روش  (Repeatability Error Methodی )تكرارپذیر

اشاره کرد. ( Reciprocity Theory) پاسخي خطای هم

 را يقطب-يقطب هیآرا کمک تصادفي به یخطاها يابیارز

انجام دادند و  پاسخي همبا اصل  (1991پارک و وان )

در  ها آنهای  داده از درصد 15که حدود  افتندیدر

و  برکلا مشابه برداشت مستقیم نیست. برداشت معكوس

روش را در نوفه سیستماتیک ( اثرات 1996همكاران )

 یبرا( Occam’s Inversion) اکُام سازی وارون

و تأکید ند قرار داد يمورد بررس ویژه مقاومت يتوموگراف

ممكن است  شود،زده  نیکم تخم اگر نوفهکه  ندکرد

ای و صحرایي اتفاق  های محاسبه برازش مناسبي بین داده

های  هنجاری دارای بيو  ناهموارحاصل  مدل نیافتد و

 شیب ينیتخمفه ، نوگرید . از طرفباشد (Artifact) کاذب

را به  یربرداریممكن است وضوح تصو مقدار موجود،از 

 است هموار يلیخ ریکاهش دهد )تصو يتوجه قابل زانیم

مدل نادیده گرفته شده است؛  اتیجزئ گریدبه عبارت 

 ها آن (.یعني برازش کمتر از حد صورت گرفته است

پاسخي و  گیری هم اشاره کردند که اندازههمچنین 

هستند و نه معیاری از صحت   تكرارپذیری معیاری از دقت

 ها.  گیری اندازه

عنوان راهي  جایي الكترودها به پاسخي جابه در روش هم

 که يدرحالشود؛  برای محاسبه خطای سیستماتیک تلقي مي

به  (2003طور نیست. ژو و داهلین ) روش تكرار این

روش  های آرایهاز نوع  8ها برای  ي اثر نوفهبررس

 کردندتأیید  ها آنپرداختند.  رایجدوبعدی  ویژه مقاومت

کار برده  بهبرای برخي از الكترودهای  ها نوفه گاهي که

های  از مدل نوفه .گیری همبسته هستند در اندازهشده 

شده، مشاهده شده است که سطوح نوفه در  گزارش

های  ر مقایسه با بیشتر آرایهچاهي د مطالعات درون

، ERTهای  گیری چاهي در اندازه الكترودی غیردرون

شرایط تماس الكترودی بالاتر است که معمولاً ناشي از 

. مجموع (2016 ،و همكاران نسونیلكیوباشد ) مي

تحقیقات ذکرشده مربوط به توموگرافي به روش 

بهبود ها،  سازی داده ویژه هستند که به بررسي مدل مقاومت

نوفه و تأثیر آن در فرایند موضوع همچنین  ،ها سازی مدل

ویژه با هدف ارائه مدلي  های مقاومت سازی داده وارون

اعتماد از زمین تأکید دارند. بنابراین درک صحیح و  قابل
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انجام  یها برا داده نوفهسطح  ایداده  تیفیدر مورد کدقیق 

گرافي تومو هایگیریاندازهوارون موفق  یساز مدل

 یخطا زانیمبه بایست  و مي است مهم اریبس ویژه مقاومت

 یادیتوجه ز توموگرافي جیآن بر نتا اتتأثیر وها  داده

 .شود

موضوع، در این مقاله ابتدا اثر تخمین  تیاهمبا توجه به 

در نتایج  ها دادهسطح نوفه با استفاده از ماتریس وزني 

مصنوعي مورد ارزیابي قرار  یها دادهوارون  یساز مدل

، سپس کارایي دو روش برآورد سطح نوفه یعني ردیگ يم

پاسخي برروی نتایج روش خطای برانبارش و خطای هم

ادامه . شود يمصحرایي بررسي  یها دادهوارون  یساز مدل

تئوری  2بخش در  :شود يممقاله شامل موارد زیر 

پیشرو و وارون توموگرافي مقاومت ویژه  یساز مدل

مختلف برآورد  یها روشالكتریكي همراه با تعریف 

شامل نتایج عددی  3. بخش شود يمنوفه ارائه سطح 

 یها دادهمصنوعي و  یها دادهوارون  یساز مدلحاصل از 

استفاده از تخمین سطح نوفه در  ریتأثو بررسي  صحرایي

 4. در نهایت بخش ودش يم ها دادهقالب ماتریس وزني 

 .شود يمخلاصه ارائه  صورت بهنتایج ای مطالعه 
 

 تئوری مسئله. 2

در چارچوب پیشرو  یساز مدلدر این بخش ابتدا تئوری 

توموگرافي مقاومت ویژه و وارون رهیافت تفاضل محدود 

ارائه  سازی اکُامالكتریكي با استفاده از الگوریتم وارون

برآورد نوفه مورد  های مختلف. سپس روششود يم

 یها مثالگیرد. شایان ذکر است که تمام بررسي قرار مي

عددی ارائه شده در مقاله در قالب توابع مختلف در محیط 

 توسط نویسندگان نوشته شده است. (MATLAB) متلب
 

 حل مسئله پیشرو. 2-1

پیشرو نقشي غیرقابل انكار در ژئوفیزیک و   سازی مدل

سازی پیشرو دو  سازی دارد. مدل های وارون توسعه روش

صورت  تواند به های خاصي مي بعدی تنها برای حالت

بعدی  های عمومي دو یا سه تحلیلي انجام شود و در حالت

توزیعي دلخواه از مقادیر رسانندگي محیط زیر سطحي(، )

های عددی  . حلشود روش عددی انجام مي سازی به مدل

در ژئوالكتریک از همان اصول حل معادلات دیفرانسیل 

رابطه بنیادی برای پارامتر فیزیكي  برند. جزئي بهره مي

ویژه الكتریكي  های مقاومت مورد بررسي در برداشت داده

که قوانین حاکم بر جریان الكتریكي  قانون اهم است

 کند. را بیان مي شده به درون زمینتزریق 

𝐉کارگیری قانون اهم برای محیط رسانا ) با به = σ𝐄 و )

𝛁بار ) پایستگياستفاده از اصل  ∙ 𝐉 =
∂q

∂t
( برای حجم 

مشخص و استفاده از معادله پیوستگي، رابطه زیر نتیجه 

 .(a1979)دی و موریسون،  شود يم

(1 )                                       𝛁 ∙ σ𝐄 =
∂q

∂t
δ(r − rs) 

( 𝑠𝑚−1)رسانندگي برحسب زیمنس بر متر  𝜎 که طوری به

 𝐽و ( Vm−1ولت بر متر )میدان الكتریكي برحسب  𝐸و 

 𝑞و ( Am−2) مترمربعآمپر بر چگالي جریان بر حسب 

,𝑟(𝑥تابع دلتای دیراک،  𝛿و چگالي بار الكتریكي  𝑦, 𝑧) 

از سلول مورد نظر و  یا نقطهفاصله شعاعي محل چشمه 

𝑟𝑠(𝑥𝑠 , 𝑦𝑠, 𝑧𝑠)  با جایگزیني است.  یا نقطهموقعیت چشمه

𝑬 = −𝛁Φ   شود ميرابطه زیر ارائه  (1)در معادله. 

(2 )                               𝛁 ∙ (σ𝛁Φ) = −Iδ(r − rs) 

پتانسیل  Φو شدت جریان الكتریكي  𝐼 که طوری به

نوشت )دی و  توان يمهمچنین . دهد يمرا نشان الكتریكي 

 .(a1979موریسون، 
𝛁 ∙ (σ(x, y, z)Φ(x, y, z)) = 

(3 )                   −Iδ(x − xs)δ(y − ys)δ(z − zs) 

معادله فوق معرف توزیع پتانسیل محیط زیرسطحي زمین 

ای است.  ي یک منبع نقطهدر اثر وجود جریان الكتریك

زیادی برای حل این معادله مهم توسعه داده های  روش

سازی  مدل مسئلهاست. این معادله، معادله حاکم بر   شده

با هدف حفظ  باشد. ویژه مي های مقاومت پیشرو داده

سه بعدی تزریق جریان الكتریكي، توزیع  هایویژگي

از طریق  (2.5D) پتانسیل در یک محیط دو و نیم بعدی

پتانسیل الكتریكي  توزیع محاسبه تبدیل فوریه معادله

عمود  مختلف در جهت یها موجبرحسب عدد  (3معادله )
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تبدیل  .شود يممحاسبه ( 𝑦)راستای امتداد آنومالي  بر

فوریه پتانسیل الكتریكي از طریق رابطه زیر محاسبه 

 شود. يم

(4 )       Φ̃(x, Ky, z) = ∫ Φ(x, y, z) cos(Kyy) dy   
∞

0
 

,Φ̃(𝑥 که طوری به 𝐾𝑦 , 𝑧)  توزیع پتانسیل الكتریكي در

های فضای فوریه )فضای عدد موج( برحسب عدد موج

𝐾𝑦  مختلف در راستای𝑦  دهد يمنشان را. 

)دی و موریسون،  شرایط مرزی ترکیبي با تعریف

a1979). 

(5 )                ∂

∂n̂
ϕ̃(x, Ky, z) + αΦ̃(x, Ky, z) = 0 

∂در آن  که

∂�̂�
 میکن ياست و فرض م يمشتق نرمال خارج 

,𝑥𝑠) منبع با مختصات که  𝑦𝑠,  𝑧𝑠است. گره کی رب ( منطبق 

ناشي از رفتار مجانبي پتانسیل در فاصله  𝛼همچنین ضریب 

 لیپتانسدور از چشمه جریان الكتریكي است. در نهایت 

 :شود يمتبدیل شده از رابطه زیر محاسبه 

−
∂

∂x
σ(x, z) +

∂Φ̃

∂x
+ Ky

2σ(x, z)Φ̃ − 

(6)                   ∂

∂z
σ(x, z)

∂Φ̃

∂z
=

I

2
δ(x − xs)δ(z − zs) 

معادله فوق برای یک محیط دوبعدی و با اعمال شرایط 

. برای این منظور، شود يم( حل 5مرزی ترکیبي )رابطه 

مختلف گسسته  یها بلوک بر اساسمحیط زیرسطحي 

شده و سپس مشتقات جزئي موجود توسط روابط تفاضل 

مسئله پیشرو در فضای  نتیجهدر  .شود يممحدود جایگزین 

یک دستگاه معادلات خطي  صورت بهفوریه )عدد موج( 

 :شود يمبه شكل زیر تعریف 

(7  )                                               𝐂Φ̃(x, Ky, z) = s 

بردار  𝑠 بردار پتانسیل در فضای فوریه، Φ̃ که طوری به

که به  يشدگ جفتماتریس  𝑪مربوط به چشمه و 

پارامترهای برداشت و توزیع رسانندگي محیط زیرسطحي 

قطر آن  5 یها هیدراا نک و تنهتُ 𝑪ماتریس  وابسته است.

. از این ویژگي برای افزایش استغیر صفر  شامل مقادیر

. شود يماستفاده  𝑪سرعت محاسبه وارون ماتریس 

 یها يژگیوبه تنها  𝑪ه به اینكه ماتریس جتو همچنین با

فیزیكي  یها يژگیوهندسي آرایه الكترودی و توزیع 

 صرفاً 𝑪زیرسطحي وابسته است، لذا وارون ماتریس 

مختلف الكترودهای جریان  یها تیموقعبرای  بار کی

. این رهیافت باعث کاهش چشمگیر شود يممحاسبه 

. در مرحله آخر پتانسیل شود يممحاسبات حل مدل پیشرو 

( 8از طریق رابطه عكس تبدیل فوریه )معادله  آمده دست به

 .شود يمبه حوزه مكان منتقل 

(8  )     Φ(x, z) =
2

π
∫ Φ̃(x, Ky, z) cos(Kyy) dKy   

∞

0
 

 

 حل مسئله وارون. 2-2

معادله پیشرو توزیع پتانسیل  عنوان به( 3)رابطه  بر اساس

 صورت بهالكتریكي، رابطه بین داده و پارامترهای مدل 

 :شود يمغیرخطي و به شكل کلي زیر تعریف 

(9)     𝐝i = 𝐆(𝐦j)i + 𝐞𝐢     𝐝 ∈ ℝm×1,    𝐦 ∈ ℝn×1 

 است. نشان دهنده خطا 𝒆𝑖که بردار 

𝐝iهدف ما حل معادله  = 𝐆(𝐦j)
در حالت غیرخطي و   

( است که باید 𝐦jدست آوردن پارامترهای مدل ) به

𝐞‖2‖مجموع مربعات خطا )
2 = ∑ ei

2m
i=1 ؛شود( کمینه 

 شود: صورت زیر بیان مي بنابراین تابع هدف به

(10   )𝛟 (𝐝i, 𝐦j) = 𝐞i
T𝐞i = ∑ [𝐝i

obs − 𝐆(𝐦j)i]
2n

i=1 

𝑗که در آن  = (1, 2, … , 𝑛) و  𝑖 = (1, 2, … ,𝑚) 

، 𝑮(𝒎)با توجه به غیرخطي بودن عملگر پیشرو  باشد. مي

شوند. برای  ابتدا با کاربرد بسط تیلور روابط خطي مي

از  𝒎0سازی روابط، ابتدا یک مدل اولیه دلخواه  خطي

شود، سپس عملگر  حدس زده مي ها مدلبردار پارامتر 

با کاربرد بسط سری تیلور آن حول مدل  𝑮(𝒎)پیشرو 

 شود. خطي مي (11)صورت معادله  ، به𝒎0اولیه دلخواه 

(11  )         𝐆(𝐦j) = 𝐆(𝐦0) + ∑ (
∂𝐆(𝐦0)i

∂𝐦j
)∆n

j=1 𝐦j 

𝒎𝑗∆مقدار  = (𝒎 − 𝒎0)𝑗  در بسط تیلور، کوچک

تر هم  است و هرچه به توان برسد این مقدار کوچک

 نظر صرفشود؛ بنابراین از جملات مرتبه دوم به بالا  مي
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، تابع هدف (11)و  (10کنیم. با توجه به معادلات ) مي

بازنویسي ( 12صورت معادله ) سازی به وارون مسئله

 شود. مي
𝛟d(𝐝i, 𝐦j) = 

∑[𝐝i
obs − 𝐆(𝐦0) − ∑(

∂𝐆(𝐦0)i

∂𝐦j

)∆

n

j=1

𝐦j]

2
n

i=1

 

(12) 

سازی با  وارون مسئلهمنظور برآورد پارامترهای مدل  به

مربعات با این شرط که تابع  کاربرد روش کمترین 

گیری از تابع هدف  برازش باید کمینه شود، با مشتق عدم

( و 𝒎𝑗∆نسبت به بردار تغییر پارامتر مدل ) (12)معادله 

 باید برقرار باشد. (13)برابر صفر قرار دادن آن، معادله 

(13 )                                                           ∂𝛟i

∂∆𝐦j
= 0 

سازی به روش کمترین  که درنهایت برای انجام وارون

که یک معادله خطي است، بهره ( 14)مربعات، از معادله 

 بریم. مي

(14)                                  ∆𝐝i = (
∂𝐆i

∂𝐦j
) ∆𝐦j = 𝐉∆𝐦j 

𝐆i∂که در آن ماتریس 

∂𝐦j
شود و ماتریس  نشان داده مي 𝐉با   

ماتریس  .شود ژاکوبین یا ماتریس حساسیت نامیده مي

 شود.  تعریف مي (15)صورت معادله  حساسیت به

(15 )             𝐉 =
∂𝐆i

∂𝐦j
=

[
 
 
 
∂𝐆1

∂𝐦1

∂𝐆1

∂𝐦2
⋯

∂𝐆1

∂𝐦n

⋮ ⋮       ⋮ ⋮
∂𝐆m

∂𝐦1

∂𝐆1

∂𝐦2
…

∂𝐆m

∂𝐦n]
 
 
 

 

از هر فرایند  ریناپذ یيجدا يبخش تیحساس سیماتر

دهنده  نشان تیحساس ریاست. مقاد يخطریغسازی  وارون

از  يناش ي(كیالكتر لیپتانس)ی ظاهر ویژه مقاومتدر  رییتغ

است.  رسانایي( عیتوز) يسطحریز ویژه مقاومت در رییتغ

 د.نکن يم ایجادها و بردار مدل   داده نیب یوندیپاین مقادیر 

 یریتصو يكیالكتر ویژه مقاومت يتوموگراف سازی وارون

به  کینزد های بررسيدر  يرسطحیز یيرسانا عیاز توز

 ویژه مقاومت یها داده حل واروندهد.  يارائه مرا سطح 

دارد که عناصر تک مقادیر حساسیت  به محاسبه تک ازین

برای  د.نکن يم جادیرا ا حساسیت )ژاکوبین( سیماتر

تحلیلي با مشتق  حل راههای همگن این تابع از طریق   زمین

شود ولي برای   حل مي( Frechet Derivative) فرچت

بایست به کار گرفته   های ناهمگن، حل عددی مي  زمین

 طیمح ریباشد، تأث شتریب تیهرچه مقدار تابع حساسشود. 

 هیشده توسط آرا یریگ اندازه لیبر پتانس يرسطحیز

 سهیمقا قی، از طرگرید عبارت بهاست.  شتریب يكیالكتر

با توجه به  صورت جداگانه هر داده به یمشتق برا ریادمق

را در مورد  يتوان مفهوم  مدل، مي یهمه پارامترها

 ارائه کرد. گریكدیاز  يكیزیخواص ف تفكیک يچگونگ

ي دانیم يطراح یساز نهیبهامكان  تیحساس لیوتحل هیتجز

 یفضا اندازه به تیحساس سی. ابعاد ماترکند  را فراهم مي

 که یطور بهدارد  يالكترود بستگ یيجا همدل و تعداد جاب

سلول مربوطه را  هیهمسا یيفقط رسانا سیهر عنصر ماتر

در نظر  دیمنابع با انیهر سلول مدل تمام جر یدارد و برا

 شوند يم پیشرو مسئله کیگرفته شوند که منجر به حل 

برای حل مطالعه،  نیدر ا. (2022صفری، )قناتي و فلاح

ای بر ضل محدودتفای عدد كردیرو کوارون از ی مسئله

 ویژه سازی مقاومت مدل در پیشرو عملگر سیمحاسبه ماتر

)برای جزئیات بیشتر  شده است استفاده دوبعدی يكیالكتر

 مراجعه شود(.)الف(  مهیضم به

با توجه به بد وضع بودن مسئله یعني رتبه ناقص بودن 

مسئله از طریق اضافه کردن یاز به منظم سازی ن 𝑱ماتریس 

-( به تابع هدف و در نهایت کمینه𝝓𝐦ساز )جمله منظم

سازی تابع هدف جدید وجود دارد. در این حالت تابع 

 .شود يمزیر تعریف  صورت بههدف 

argmin
𝐦∈ℝn×1

(ψ(𝐦, β)) = 

(16  )                   argmin𝐦∈ℝn×1{𝛟𝐦 + β−1𝛟𝐝} 

argmin
𝐦∈ℝn×1

(ψ(𝐦, β))

= arg min
𝐦∈ℝn×1

[(𝐦

− 𝐦apr)
T
𝐖m

T𝐖m(𝐦 − 𝐦apr)

+ β−1 {(𝐝 − 𝐆(𝐦))
T
𝐖d

T𝐖d(𝐝

− 𝐆(𝐦))}] 

(17     ) 
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رابطه ( و 11)معادله  𝑮(𝐦)با استفاده از بسط تیلور تابع 

 .شود ميبیان ( تابع هدف به شكل زیر 16)
ψ(δ𝐦, β) = 
argmin
δ𝐦∈ℝn×1

{β−1‖𝐖d(δ𝐝 − Jδ𝐦)‖2
2 + ‖𝐖m(δ𝐦)‖2

2} 

(18) 

δ𝒅 که طوری به = (log𝒅 − log𝑮(𝐦))  تعریف

(، عبارت زیر حاصل 18. با حل تابع هدف )معادله شود يم

 .شود يم
δ𝐦k+1

= ϑk

× {(𝐉T(𝐦k)𝐖d
T𝐖d𝐉(𝐦

k)

+ β𝐖m
T𝐖m)

−1
× 𝐉T(𝐦k)𝐖d

T𝐖d(𝐝 − 𝐆(𝐦k))

− β𝐖m
T𝐖m(𝐦k − 𝐦apr)} 

(19    ) 

 ها دادهماتریس وزني  𝑾𝑑ماتریس ژاکوبین،  𝐽 که طوری به

ماتریس  𝑾𝑚، شود يمکه شامل عكس سطح نوفه هر داده 

پارامتر اغتشاش  δ𝐦k+1سازی، پارامتر منظم βهموارساز، 

 طول گام 𝜗𝑘و  (Search Direction) یا جهت جستجو

(Step Length)  0)با مقادیر مثبت در بازه,  ینامkدر  [1

است.  𝒎ات پیشین در رابطه با مدل عاطلا 𝐦𝑎𝑝𝑟تكرار و 

مقادیر مختلفي از پارامتر  یازاسازی به فرآیند کمینه

 βبا هدف انتخاب مقداری از  ردیگ يمانجام  βسازی منظم

که  منجر به برآورد هموارترین مدل در حالي که طوری به

𝛟𝐝عدم برازش  = ‖𝐖d(𝐝 − 𝐆(𝐦))‖2 ≤ در سطح  1

 .(2022صفری و قناتي، )فلاح شود ميدلخواه حفظ 

 
 تخمین نوفه یها روش. 2-3

ناپذیر از مشاهدات  گیری جزئي جدایي های اندازه نوفه

علمي هستند و شناخت و آگاهي مناسب از وجود چنین 

 گیری امریاندازه یها دادهبرای استفاده از هایي  نوفه

های  سازی داده ضروری است. مسائل موجود در وارون

دلیل   ویژه الكتریكي معمولاً بدوضع هستند و به مقاومت

ی این مسائل، تغییر کوچک ایجاد شده در پایدار عدم

وجود آمدن تغییرات بسیار زیادی در نتایج  ها باعث به داده

تواند به سطوح نوفه  سازی مي شود؛ یعني نتایج وارون  مي

گیری یا فرض شده بسیار حساس باشد پس لازم  اندازه

ها،  های پردازشي برروی داده است قبل از اعمال الگوریتم

 در ها بررسي شوند. نوفهآماری  یها يژگیوماهیت و 

های ممكن است تصادفي  نوفه صحرایيگیری اندازه فرایند

های وارون ژئوفیزیكي،  یا سیستماتیک باشند. در روش

گیری ناهمبسته و تصادفي  شود که نوفه اندازه فرض مي

 ،دادهمربوط به   سازی، کل نوفه . در زمینه واروناست

و « سازی های مدل نوفه»ربعات توسط ریشه دوم مجموع م

های  شود. منابع نوفه داده مي« گیری های اندازه نوفه»

دقت مدل پیشرو است )مثل خطای  سازی شامل عدم مدل

در  مسئلهکه در حل فیزیک  یيها بیتقرسازی و  گسسته

سازی )البته برای  های مدل شود(. معمولاً نوفه  نظر گرفته مي

خوبي  ( بهیا هیلاساده مثل همگن و  یها مدل

های  توانند با مقایسه داده زیرا مي گیری هستند اندازه قابل

های  حل سازی پیشرو در یک دامنه همگن با راه مدل

تواند نقش  گیری مي های اندازه نوفه تحلیلي مقایسه شوند.

سازی از جمله وارونسازی ژئوفیزیكي  محوری در وارون

های وارون قبل از  ایفا کند. اغلب در مدل ERT یها داده

ها را اعمال یا فرض  سازی، یک مدل آماری از نوفه وارون

کنیم. تخمین نوفه بیشتر از مقدار واقعي آن باعث  مي

برازش کمتر از حد حذف جزئیاتي از مدل زمین یا 

(Under-Fitting)  و همچنین تخمیني کمتر از مقدار

( و Artifactهای کاذب ) اریهنج واقعي منجر به ایجاد بي

شده  در هردو مورد گفته شود. مي( Over-Fitting)یا 

شود دارای  ها حاصل مي سازی داده مدلي که از وارون

های  قطعیتي بالا است. همچنین تقریب نوفه عدم

گیری بر روی مقدار وزن اعمال شده در هریک از  اندازه

وارون تأثیرگذار است.  مسئلههمگرایي   ها و نیز نحوه داده

گیری و اعمال آن به  های اندازه با بهبود در برآورد نوفه

توان یک ارزیابي بهتر از مدل زمین مورد بررسي  مي مسئله 

ها، رسیدن  داده سازیهدف نهایي در وارون را ارائه داد.

کمک  تر به مدل واقعي زمین است که به به مدلي نزدیک

بنابراین ؛ تری داشت اطمینان قابل آن بتوان تفسیرهای بهتر و

تقریب سطح نوفه در رسیدن به مدلي معنادار از لحاظ 
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در   های قدیمي یكي از روش فیزیكي دارای اهمیت است.

های برداشتي، روش  تخمین و کاهش اثر خطا در داده

برانبارش است که برای تخمین سطح نوفه تصادفي روش 

های  گیری اندازهمناسبي است. در این روش تعدادی از 

شوند و نتیجه این عمل علاوه  روی هم انباشت مي مكانهم

شود، به  ها منجر مي بر اینكه به بهبود کلي مجموعه داده

ها هم  تخمین سطح نوفه موجود در مجموعه داده

های  های آماری داده انجامد. همچنین مؤلفه مي

عنوان برآوردی از  شده مانند انحراف معیار به برداشت

های  در برداشت داده شود. سطح نوفه داده محاسبه مي

( مربوط 𝒅𝑖تجربي این نكته وجود دارد که هر مشاهده )

 که يدرصورتها است.  به مجموعه یكساني از برداشت

ها برای چندین بار با شرایط یكسان انجام  برداشت داده

. این اختلاف اند متفاوتشوند، معمولاً مقادیر مشاهده شده 

خطای دستگاهي یا دلیل  در یک داده ممكن است به

دستگاه و شرایط محیطي باشد.  کاربرخطای ناشي از 

توزیع این مقادیر برای یک برداشت خاص یک توزیع 

های برانبارش  کند. خطا  آماری از متغیر خاص بیان مي

توسط کار  اینکه )ها  گیری انباشته وسیله میانگین به

 گیری زمان با اندازه هم ERTگیری  های اندازه دستگاه

 شوند. حاصل مي (شود آوری مي ویژه جمع مقادیر مقاومت

گیری به  بنابراین سطح نوفه تخمیني در هر ایستگاه اندازه

 .شود يمتكرار برداشت از رابطه زیر محاسبه  𝑛 یازا

𝐞l =
1

n
∑(di

l − dl̅)2

n

i=1

 

(20 )                 i = (1,… , n)      l = (1,… ,m) 

گیری در هر نشان دهنده تعداد تكرار اندازه 𝑖 که طوری به

 پروفیلدر یک  یریگ اندازه یها ستگاهیاتعداد  𝑙ایستگاه، 

ی تكرار شده در یک ها دادهمیانگین  دیمؤ 𝑑�̅�و 

است. با استفاده از این رابطه سطح نوفه داده  یریگ اندازه

 هابرجام. شود يمگیری شده در هر ایستگاه برآورد اندازه

( در یک نوشته کوتاه از اولین کساني بود که 1967)

در برداشت ( Reciprocity Theory)پاسخي  تئوری هم

ژئوالكتریكي را معرفي و بررسي کرد. او اذعان داشت که 

تواند برای پیدا کردن مقادیر  پاسخي مي روش هم

تر به واقعیت زمین، یک روش  ویژه نزدیک مقاومت

پاسخي بسیار ساده است؛  هممناسب باشد. اصول روش 

آل( با مولد جریان  اگر در یک مدار الكتریكي )ایده

متر را عوض کنیم، عدد  مستقیم، جای منبع جریان و ولت

 کند و دو مدار معادل هم هستند. متر تغییر نمي روی ولت

در نتیجه این اصل، زماني که بررسي در زمیني باشد که 

ایط عدم حضور قانون اهم در آن صادق است، در شر

اگر جای فرستنده )منبع( و گیرنده را عوض کنیم،  نوفه،

 ؛کند گیری شده تغییری نمي اختلاف پتانسیل اندازهمقدار 

گیری  معكوس )اندازهو  مستقیمهای  یریگ اندازهبنابراین 

جا کردن فرستنده و  گیری بعد از جابه معكوس یعني اندازه

. را ارائه دهند يكسانی ریمقاد دیبا شود.( گیرنده انجام مي

 آلصحرایي شرایط ایده یها برداشتدر  که یيازآنجا

 یریگ دو اندازه نیا نیتفاوت ب وجود ندارد و به دلیل نوفه،

 به مارا  سطح نوفهاز  ينیتخم صفر نیست و این اختلاف

گیری مستقیم،  بنا به آنچه گفته شد، بعد از اندازهدهد.   مي

 کنیم. پتانسیل را عوض ميجای الكترودهای جریان و 

Rfاگر بنابراین  =
∆Vf

I
 Forwardمستقیم ) مقاومت انتقالي 

Transfer Resistance)  وRr =
∆Vr

I
مقاومت انتقالي  

 باشد،( Reverse Transfer Resistanceمعكوس )

 شود. محاسبه مي( 21)مقاومت انتقالي متوسط از رابطه 

(21)                                                  |R| =
||Rf|+|Rr||

2
 

تخمین زده صورت زیر  بههر داده نوفه در نهایت سطح 

 .شود يم

(22)                                                   |e| =
||Rf|−|Rr||

2
 

در این مقاله از دو روش مذکور برای تخمین سطح نوفه و 

ی ها دادهدر وارون سازی  ها دادهاعمال ماتریس وزني 

فوق در  یها روش. هرچند اعمال شود يمواقعي استفاده 

دلیل عدم  )به نیست ریپذ امكانی مصنوعي ها دادهرابطه با 

با توجه ولي  های طبیعي در برداشت صحرایي( وجود نوفه

 ها دادهمعلوم بودن سطح نوفه امكان برآورد ماتریس وزني 
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 د.در حین وارون سازی وجود دار
 

 عددی یها مثال. 3

مصنوعي  های دادهدر این بخش ابتدا نتایج وارون سازی 

 های دادهبا در نظر گرفتن سطح نوفه اضافه شده به 

( به تابع 𝑾𝑑و از طریق اعمال ماتریس وزني ) یا مشاهده

در تابع  ها دادههدف و بدون در نظر گرفتن ماتریس وزني 

. گام دوم شامل ارزیابي ردیگ يمهدف مورد بررسي قرار 

صحرایي با  های دادهوارون  یساز مدلاثر تخمین نوفه در 

 .باشد يمپاسخي دو روش خطای برانبارش و خطای هم
 

 مصنوعی های داده. 3-1

مدل یک مصنوعي شامل  های دادهارزیابي بر روی 

. پس از باشد يم مقاومت ویژه متفاوتمصنوعي با مقادیر 

 های دادهسخ زمین از طریق حل مسئله پیشرو، محاسبه پا

 ها دادهدرصد دامنه هر یک از  5مصنوعي به نوفه گوسي با 

از طریق دو رهیافت  ها داده. وارون سازی شوند يمآغشته 

 ها داده؛ با در نظر گرفتن ماتریس وزني ردیگ يمانجام 

(𝑾𝑑) ( با مقادیر انحراف معیار𝜗1
−1, 𝜗2

−1 … , 𝜗𝑛
و ( 1−

𝑾𝑑(𝒅‖ محاسبه − 𝑮(𝒎))‖2
2 𝜒2 =

1

𝑚
اعمال و بدون  

ارائه  افزار نرمپیشرو از طریق  یساز مدل ماتریس وزني.

( 2020توسط قناتي و همكاران ) GUIشده در محیط 

 یها مدلامكان ساخت  افزار نرم. در این شود ميانجام 

مختلف و برآورد پاسخ  يشناس نیزمبا شرایط مصنوعي 

 وجود دارد. متنوعالكترودی  یها هیآرا یازازمین در 

 

  
 )ب( )الف(

  
 )ت( )پ(

عمال سطح نوفه در تابع هدف. الف( مدل مصنوعی با سه محیط متفاوت از لحاظ مقاومت ویژه سازی مدل مصنوعی اول با انتایج وارون  .1شکل 

پیشرو و آغشته به نوفه گوسی با میانگین  یساز مدلحاصل از  یا مشاهدههای متر، ب( شبه مقطع دادهاهم 200و  100، 1000الکتریکی 

های داده( شبه مقطع ت، پ( مقطع مقاومت ویژه حاصل از وارون سازی، ها دادهدرصد اندازه  3صفر و انحراف معیار به اندازه 

 از وارون سازی. آمده دست بهمحاسباتی متناسب با مدل 
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 )ب( )الف(

  
 )ت( )پ(

سازی مدل مصنوعی اول بدون اعمال سطح نوفه در تابع هدف. الف( مدل مصنوعی با سه محیط متفاوت از لحاظ مقاومت نتایج وارون . 2شکل 

پیشرو و آغشته به نوفه گوسی با  یساز مدلحاصل از  یا مشاهدههای متر، ب( شبه مقطع دادهاهم 200و  100، 1000ویژه الکتریکی 

های ( شبه مقطع دادهتمقطع مقاومت ویژه حاصل از وارون سازی،  ، پ(ها دادهدرصد اندازه  3میانگین صفر و انحراف معیار به اندازه 

 از وارون سازی. آمده دست بهمحاسباتی متناسب با مدل 

 

با استفاده از  مصنوعيمقادیر مقاومت ویژه ظاهری در مدل 

متر  5دوقطبي و کمترین فاصله الكترودی -آرایه دوقطبي

در  ها دادهاست. تعداد  شده یساز هیشب 10و تعداد پرش 

سازی، وارون فرایند. حین باشد يم 255این پروفیل برابر 

ر میزان تغییرات پارامترهای مدل د بر اساسضابطه توقف 

𝒎𝑘‖هر تكرار نسبت به تكرار قبلي ) − 𝒎𝑘−1‖2 ≤ 𝜖 و )

بر سازی شود. وارونتعریف مي RMSنیز تغییرات خطای 

ساز یعني اجرای الگوریتم اکُام تعریف قیود هموار اساس

. در واقع الگوریتم اکُام در دو فاز مختلف ردیگ يمانجام 

در فاز اول سعي در کمینه کردن تابع هدف در  که طوری به

𝜒2سطح تعریف شده است ) ≤ ( و بعد از تحقق گام 1

اول در گام دوم سعي در هموارسازی مدل از طریق 

در واقع سازی است. پارامتر منظم نیتر بزرگانتخاب 

؛ شود ميالگوریتم در دو حلقه داخلي و خارجي اجرا 

 یازای الگوریتم به حلقه داخلي شامل اجرا که طوری به

و حلقه خارجي  باشد يمطیفي از پارامترهای منظم سازی 

𝜒2شامل بررسي شرط برازش یعني  ≤  علاوه براست.  1

یكي از شروط  عنوان بهدر حلقه خارجي  𝜒2ارزیابي مقادیر

سازی، حداکثر تعداد تكرار نیز توقف فرآیند وارون

. شود ميیكي دیگر از شروط توقف در نظر گرفته  عنوان به

( به ترتیب مدل مصنوعي اول همراه با شبه 2( و )1شكل )

مقطع مقاومت ویژه الكتریكي و مقطع منتج شده از حل 

و  𝑾𝑑  ها دادهمسئله وارون با در نظر رفتن ماتریس وزني 

دهند. در فرآیند وارون سازی را نشان مي 𝑾𝑑بدون اعمال 

این مطلب است که  دیمؤسازی سه نتایج وارونمقای

تعریف یک ضابطه  به یا مشاهده های دادهآگاهي از سطح 

این امر منجر به عدم  کند که کمک ميتوقف مناسب 

محاسباتي به  های دادهبرازش بیش از حد یا کمتر از حد 

. در واقع برازش در حد سطح شود يم یا مشاهده های داده

مانع از ایجاد ساختارهای کاذب و یا حذف  ها دادهنوفه 

. مقاطع وارون نمایش شود ميجزئیات مهم در مدل نهایي 

که اعمال سطح نوفه در  دهد ميپ نشان -1داده در شكل 

قالب ماتریس وزني منجر به برآورد بهتری از مدل زیر 

سطحي نسبت به عدم تعریف ماتریس وزني در حل مسئله 
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در  شود يمکه دیده  طور همانواقع . در شود ميوارون 

های کاذب در جوانب و مرکز  پ وجود آنومالي-2شكل 

به  یا مشاهدهی ها دادهمقطع در نتیجه برازش بیش از حد 

ی محاسباتي است. این در حالي است که این ها داده

 وجود ندارد. پ-1شكل  کاذب در مقطع یها يآنومال

 

 واقعی های داده. 3-2

سازی پیشنهادی بر روی  پس از ارزیابي الگوریتم وارون

مصنوعي و نیز بررسي اثر وارد کردن سطح نوفه به   مدل

وارون، در این قسمت از پژوهش، عملكرد کدهای  مسئله

های  های واقعي و نیز روش نوشته شده بر روی داده

 مسئلهمختلف تخمین نوفه و بررسي تأثیر هر روش در حل 

قرار  لیوتحل هیتجزتیجه مدل نهایي مورد وارون و در ن

و با های صحرایي بر روی تونل شهدای غزه  ادهگیرد. د مي

 یتونل شهدابرداشت شده است.  ونرهای الكترودی  آرایه

 شده لی)دوقلو( تشك گریكدیغزه از دو رشته تونل مجاور 

است که در  میدر امتداد بزرگراه حك تونل نیاست. ا

دو  ي آنبیطول تقرو  ابدی يمادامه  رگتیمحدوده پارک چ

متر  2163دو تونل حدود  نیطول ا باشد. مي لومتریک

 متر( است. 57/12 اولیه و ارتفاع متر 18 یعرض حفار)

ریزی در کف تونل و احداث جاده  البته بعد از خاک

رسد. همچنین ضخامت  متر مي 5ارتفاع تونل به حدود 

امتداد مسیر ، 3  متر متغیر است. شكل 6تا  5ن رولایه نیز بی

را  برداشت شده( P2و  P1)های و نیز موقعیت پروفیل تونل

برداری با دستگاه  در تونل شهدای غزه، داده دهد. نشان مي

RESECS  از شرکتDMT  آلمان و با آرایش الكترودی

 15متر و تعداد پرش حداکثر  2ونر و با فاصله الكترودی 

ها در منطقه شهری و  دلیل اینكه برداشت داده شد. بهانجام 

های محیطي همراه بود، آرایه ونر به خاطر  همراه با نوفه

نسبت سیگنال به نوفه بالا انتخاب شد. همچنین این آرایه 

دوقطبي -عمق نفوذ بالاتری نسبت به آرایه متقارن دوقطبي

با طول  2و  1. برداشت در دو پروفیل (1977)ادوارد،  دارد

 با  1متر صورت گرفت. پروفیل  100تقریبي 

نیز برای  2و پروفیل  2هدف آشكارسازی تونل 

چیده شد. با کمک دستگاه  1آشكارسازی تونل 

RESECSزمان با برداشت داده، خطای بر انبارش  ، هم 

پاسخي  را نیز ثبت کردیم؛ همچنین برای بررسي خطای هم

گیری مستقیم و معكوس را انجام دادیم؛ یعني جای  ازهاند

گیری  منبع و گیرنده را عوض کرده و دوباره به اندازه

های چندکاناله و اتوماتیک نیازی به  پرداختیم )در دستگاه

های  گیری جایي فیزیكي نیست(. بر اساس اندازه جابه

داده برداشت  728مستقیم و معكوس، در مجموع تعداد 

کنید، امتداد  مشاهده مي 3طور که در شكل  شد. همان

 عمود است. باًیتقر خطوط برداشت به تونل اول و دوم
 

 
 

عمود بر امتداد مسیر  باًیتقر( قرمز)خط  P2( و سبز)خط  P1 یها لیپروفها )خطوط زرد( و موقعیت تصویر هوایی از امتداد تونل .3شکل 

 1موقعیت تونل و )دهانه سمت راست(  2تونل  به ترتیب با هدف آشکارسازی موقعیت P2پروفیل  و P1پروفیل برداشت  .ها تونل

 .برداشت شده است )دهانه سمت چپ(
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 با توجه به اطلاعاتي که از تونل داریم، تونل حدوداً 

متری از سطح برداشت قرار دارد؛ همچنین  6تا  5در عمق 

  2تونل متر و  35برابر  2از ابتدای پروفیل  1فاصله تونل 

 متر است که در ادامه  38برابر  1از ابتدای پروفیل 

، این 2و  1های  برای پروفیل آمده دست بهدر مقاطع 

همانطور که پیشتر بیان شد  واقعیت قابل مشاهده است.

ن نوفه از طریق روش خطای برانبارش و خطای تخمی

( و تشكیل 22( و )20و از طریق روابط )پاسخي  هم

 . برای مقاسیه گیرد ميی انجام ها دادهماتریس وزني 

 اثر تخمین نوفه با استفاده از رهیافت های مختلف بر 

که اطلاعاتي  سازی و مقایسه آن با زمانيروی نتایج وارون

وجود ندارد، وارون سازی  ها دادهاز سطح نوفه 

( 1؛ گیرد ميبا سه نگرش انجام  صحرایيگیری های  اندازه

𝑤𝑑)یعني  ها دادهبدون اعمال ماترسي وزني  = 𝐼  که𝐼 

 ( تخمین سطح نوفه با استفاده 2ماتریس هماني است(، 

 ( تخمین سطح نوفه با 3از روش خطای برانبارش و 

همچنین برای ارزیابي  ي.پاسخاستفاده از روش خطای هم

از تابع حساسیت استفاده  آمده دست بهقطعیت مدل وارون 

های ماتریس حساسیت از طریق مدل  . مؤلفهشود مي

سازی  شده از الگوریتم وارون ویژه نهایي منتج مقاومت

 .شود محاسبه مي

𝐒𝐢𝐣 = ∑𝐉ij(𝐦)   i = (1,2, … ,m)

m

i=1

 

(23 )                                                    j = (1,2, … , n) 

تعداد  𝑗و  صحرایيی ها دادهتعداد  𝑖 که طوری به

گسسته شده در مدل زیر  یها بلوکپارامترهای مدل )

رابطه بالا به هر بلوک  بر اساس. دهند يمسطحي( را نشان 

که  شود ميحساسیت اختصاص داده  تابعیک مقدار 

 یریگ اندازهی ها دادهنمایانگر میزان حساسیت هر بلوک به 

 در مقطع شده نزدیک سطح است. هرچه میزان حساسیت

این مطلب است که آن قسمت از مقطع  دیمؤ بیشتر باشد

  صحرایيی ها دادهقطعیت بیشتر دارد و اثر آن بر روی 

 

بنابراین در مقاطع حاصل از وارون سازی  ؛بیشتر بوده است

ی ها داده، شبه مقطع یا مشاهدهی ها دادهعلاوه بر 

 محاسباتي، مدل وارون نهایي و مقطع حساسیت 

 نتایج آنالیز  بر اساس. شود مينمایش داده 

منتج شده از مسئله وارون این نكته  یها مدلحساسیت 

ب قابل ذکر است که میزان حساسیت در عمق و جوان

پذیری با و دلیل آن کاهش تفكیک ابدی يممقاطع کاهش 

جود داده کافي در افزایش عمق برداشت و نیز عدم و

. همچنین در سطح باشد يمهای پروفیل برداشت کناره

پذیری بالا، مقادیر حساسیت مقاطع به دلیل تفكیک

 یابد.افزایش مي

 

برداشت شده  1ی صحرایي مربوط به پروفیل ها دادهابتدا 

سطح نوفه وارون  اعمالبا استفاده از آرایه ونر بدون 

ی ها دادهالف شبه مقطع -4شكل  بر اساس. شود مي

. نتایج الگوریتم دهند ينمصحرایي اثری از تونل را نشان 

. شود ميب نمایش داده -4سازی در شكل وارون

 آنومالي  صورت بهتونل اثر  رود يمکه انتظار  طور همان

 متری پروفیل  38متری تا  32با مقاومت بالا در فاصله 

 یها يآنومالپ(. هرچند وجود -4)شكل  شود ميدیده 

 کاذب در مرکز مقطع مقاومت ویژه الكتریكي 

مشهود است. همچنین بیشترین مقدار تابع حساسیت  کاملاً

 و  باشد يممیاني مقطع  یها عمقمربوط به سطح و 

 پذیری و ا افزایش عمق به دلیل کاهش تفكیکب

گیری شده ی کم اندازهها دادهدر جوانب مقطع به دلیل 

ت(. در -4)شكل  ابدی يممقدار تابع حساسیت کاهش 

نگرش دوم، اثر سطح نوفه با استفاده از رهیافت خطای 

. نتایج این روش شود ميبرانبارش در مسئله وارون اعمال 

که دیده  طور همان. شود مينمایش داده  5در شكل 

کاذب نسبت به مقطع قبلي  یها يآنومالوجود  شود مي

کمتر و موقعیت تونل در مقطع بهتر نمایش داده  مراتب به

 .شود مي
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 )الف(

 
 )ب(

 
 )پ(

 
 )ت(

ای،  کتریکی مشاهدهویژه ال مقطع مقاومت ( شبهالفاز بالا ) تیبتر ها به بدون در نظر گرفتن نوفه شکل نتایج وارون (؛2)تونل  1پروفیل  .4شکل 

( الگوی حساسیت. کادر تویژه بدون در نظر گرفتن نوفه ) ( مقطع مقاومتپای، ) ویژه الکتریکی محاسبه مقطع مقاومت شبه )ب(

 هنجاری است. دهنده محل بی مشکی نشان

 
 )الف(

 
 )ب(

 
 )پ(

 
 )ت(

ویژه الکتریکی  مقطع مقاومت ( شبهالفاز بالا )ترتیب  بهها  با در نظر گرفتن خطای برانبارش؛ شکلنتایج وارون (؛ 2)تونل  1پروفیل  .5شکل 

( الگوی ت) برانبارشخطای  گرفتنویژه با در نظر  ( مقطع مقاومتپای، ) ویژه الکتریکی محاسبه مقطع مقاومت ( شبهبای، ) مشاهده

 هنجاری است. دهنده محل بی حساسیت. کادر مشکی نشان
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 )الف(

 
 )ب(

 
 )پ(

 
 )ت(

ویژه الکتریکی  مقطع مقاومت ( شبهالفتربیت از بالا ) ها به ؛ شکلپاسخی با در نظر گرفتن خطای همنتایج وارون (؛ 2)تونل  1پروفیل  .6شکل 

 پاسخی همخطای  گرفتنویژه با در نظر  ویژه مقاومت ( مقطع مقاومتپای، ) ویژه الکتریکی محاسبه مقطع مقاومت ( شبهب) ای، مشاهده

 هنجاری است. دهنده محل بی حساسیت. کادر مشکی نشان( الگوی ت)

 
 )الف(

 
 )ب(

 
 )پ(

 
 )ت(

ای،  ویژه الکتریکی مشاهده مقطع مقاومت تربیت از بالا )الف( شبه ها به بدون در نظر گرفتن نوفه؛ شکلنتایج وارون (؛ 1)تونل  2پروفیل  .7شکل 

ویژه بدون در نظر گرفتن نوفه )ت( الگوی حساسیت. کادر مشکی  ای، )پ( مقطع مقاومت محاسبهویژه الکتریکی  مقطع مقاومت )ب( شبه

 هنجاری است. دهنده محل بی نشان
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نتایج وارون سازی پس از اعمال ماتریس وزني  6شكل 

پاسخي را نشان منتج شده از روش خطای هم ها داده

که هرچند موقعیت  شود مي. از مقطع نهایي دیده دهد يم

 یها يآنومالتونل تا حدودی مشخص شده است اما وجود 

با مقاومت ویژه بالا در سمت راست مقطع و عدم 

آشكارسازی قسمت انتهایي مقطع که مقاومت ویژه پاییني 

سطح نوفه  يخوب بهکه روش مذکور  دهد يمدارد نشان 

نزده و باعث پدیده برازش  ی صحرایي را تخمینها داده

ب و -5بیش از حد مدل نهایي شده است. با مقایسه شكل 

تخمین نوفه به روش خطای  که شود ميب مشاهده -6

پاسخي برای آرایه ونر نتایج مطلوبي نداشته است. در  هم

واقع این نتیجه مربوط به نحوه قرار گرفتن الكترودهای 

ن در این آرایه جریان و پتانسیل در آرایه ونر است چو

شود،  زماني که جای الكترودهای منبع و گیرنده عوض مي

کند در واقع این تغییر  نسبت سیگنال به نوفه تغییر مي

 یها یریگ اندازهجریان و پتانسیل در  یالكترودهاموقعیت 

پیشرو و معكوس منجر به اختلاف زیاد بین دو اندازه 

و در نتیجه تخمین غیرواقعي از سطح نوفه  شود ميگیری 

. بنابراین انتظار مي رود برای آرایه ونر تخمین شود مي

پاسخي گزینه سطح نوفه از طریق رهیافت خطای هم

 .مناسبي نباشد
با در نظر گرفتن سه نگرش مذکور  2سازی پروفیل نتایج وارون

طور همان. شود مينشان داده  9و  8، 7به ترتیب در شكل های 

( استفاده از روش 1مي رود )مانند نتایج پروفیل  که انتظار

پاسخي منجر به ایجاد ساختارهای کاذب در مقطع خطای هم

 پ مراجعه شود(.-9)به شكل  شود ميوارون 

 

 
 )الف(

 
 )ب(

 
 )پ(

 
 )ت(

ویژه الکتریکی  مقطع مقاومت ( شبهالفتربیت از بالا ) ها به در نظر گرفتن خطای برانبارش؛ شکلبا نتایج وارون (؛ 1)تونل  2پروفیل  .8شکل 

ویژه با در نظر گرفتن گرفتن خطای  ویژه مقاومت ( مقطع مقاومتپای، ) ویژه الکتریکی محاسبه مقطع مقاومت ( شبهبای، ) مشاهده

 هنجاری است. بیدهنده محل  ( الگوی حساسیت. کادر مشکی نشانت) برانبارش
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 )الف(

 
 )ب(

 
 )پ(

 
 )ت(

ویژه الکتریکی  مقطع مقاومت ( شبهالفتربیت از بالا ) ها به پاسخی؛ شکل با در نظر گرفتن خطای همنتایج وارون (؛ 1)تونل  2پروفیل  .9شکل 

ویژه با در نظر گرفتن گرفتن خطای  ویژه مقاومت ( مقطع مقاومتپای، ) ویژه الکتریکی محاسبه مقطع مقاومت ( شبهبای، ) مشاهده

 هنجاری است. دهنده محل بی کی نشان( الگوی حساسیت. کادر مشت)پاسخی  هم

 

 نتیجه گیری .4

های ذاتي که در آن  دلیل ویژگي وارون به مسئلهحل 

برانگیز است. از آنجا که غالب مسائل  وجود دارد، چالش

وارون ژئوفیزیكي غیرخطي و بدوضع هستند، ابتدا 

شوند و به کمک روش کمترین مربعات  سازی مي خطي

سازی در قالب یک الگوریتم  های منظم همراه با روش

اپذیر از هر ن گردند. بخش جدایي تكراری حل مي

 مطالعهپیشرو است. در این  مسئلهسازی وارون حل  مدل

بعدی که متشكل از  5/2معادله پواسون برای یک زمین 

معادلات دیفرانسیل جزئي است از طریق روش عددی 

محاسبه روش  تفاضل محدود حل شده است. مزیت

کمک ماتریس پیشرو )روشي که در  ماتریس حساسیت به

های تحلیلي این  نسبت به روششده(  این مقاله استفاده

است که امكان محاسبه ماتریس حساسیت برای هر مدل 

با توزیع رسانندگي دلخواه وجود دارد. همچنین در این 

سازی پیشرو در  های مدل رهیافت استفاده از خروجي

حل ماتریس حساسیت منجر به کاهش زمان  فرایند

از درستي  پس از اطمینان حاصل کردن .شود محاسبات مي

های حاصل از  الگوریتم حل به بررسي تأثیر خطا بر داده

ی مصنوعي و ها دادهدوقطبي و ونر در -های دوقطبي آرایه

هایي که انجام شد با توجه به  پرداختیم. از بررسي صحرایي

نوع آرایه و روش انتخابي برای تخمین نوفه نتایج متفاوتي 

ویژه  های مقاومت دست آمد. این نتایج بر اساس مدل به

های مصنوعي و واقعي حاصل شد.  تخمیني در داده

های مصنوعي نشان داد که با اعمال ماتریس  سازی مدل

ویژه  امكان تخمین بهتری از مدل مقاومتها  وزني داده
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واقعي وجود دارد. همچنین آگاهي از میزان سطح نوفه 

وارون مانع از  مسئلهای در حین حل  های مشاهده داده

های کاذب یا از دست رفتن جزئیات  هنجاری تشكیل بي

برای بررسي اثر  شود. مدل فرضي در مدل نهایي مي

 های واقعي، تسازی برداش تخمین نوفه در وارون

بر روی تونل شهدای غزه مورد  صحرایي یها یریگ اندازه

مشخص  گرفته، بررسي قرار گرفت. طبق بررسي صورت

پاسخي برای  شد که روش تخمین نوفه با کمک تئوری هم

توان  همراه ندارد. این نتیجه را مي هآرایه ونر نتیجه مناسبي ب

نسیل مربوط به نحوه قرار گرفتن الكترودهای جریان و پتا

به برداشت مستقیم و معكوس در آرایه ونر نسبت داد. در 

این آرایه زماني که جای الكترودهای منبع و گیرنده 

شود انتظار داریم که نسبت سیگنال به نوفه تغییر  عوض مي

کند؛ چرا که با تغییر چینش در این آرایه، عمق نفوذ 

ییر جریان در یک زمین ناهمگن تغییر کرده و همین تغ

با توجه به توضیحات  شود. سبب تغییر در ولتاژ دریافتي مي

گفته شده و نتایج حاصل از مقاطع خروجي، اعمال نوفه 

 وارون  مسئلهپاسخي به حل  تخمیني به روش خطای هم
 

کنیم، روش خوب و  زماني که از آرایه ونر استفاده مي

به بایست  برای تخمین نوفه در آرایه ونر مي مناسبي نیست.

های دیگر از جمله تخمین نوفه به روش  سراغ روش

طور که گفته شد و در مقاطع  برانبارش برویم. همان

خروجي هم پیداست، روش برانبارش نتایج مطلوبي روی 

توان نتیجه گرفت در صورت  مي نتایج حاصل دارد.

انتخاب روش مناسب برای تخمین نوفه بنا به آرایش 

دست آمده از  توان در نتایج به الكترودی مورد استفاده، مي

ن غیریكتایي که سعي در حل آن داریم، رووا مسئلهحل 

تخمین نوفه درست باعث طور کلي  به بهبود حاصل کنیم.

حذف جزئیاتي از مدل ) Under-Fitting شود که مي

های کاذب(  هنجاری ایجاد بي) Over-Fitting و یا (زمین

های حاصل از  قطعیت بالا در مدل که باعث ایجاد عدم

های  شود، رخ ندهد. همچنین تخمین نوفه سازی مي وارون

وارون تأثیرگذار  مسئلههمگرایي   گیری بر نحوه اندازه

 .است
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 1پیوست
 

 کنیم: دیگر روابط ذکر شده در حل پیشرو را تكرار مي بار کیدست آوردن ماتریس حساسیت  برای به

(1 )                                                           𝛁 ∙ (σ𝛁Φ) = −I𝛅(𝐫 − 𝐫s) 

 𝒓𝑠است؛ همچنین  𝑧و  𝑥 ،𝑦های  بردار مكان در جهت 𝒓ای در زمین است؛  حاصل از منبع نقطه لیپتانسمعادل با  Φکه در آن 

اگر بخواهیم  باشد. ان تزریقي به درون زمین ميبرابر با شدت جری 𝐼های مذکور است.  بردار مكان مربوط به منبع در جهت

 توزیع رسانایي را در دو بعد بررسي کنیم، داریم:

(2 )                          𝛁 ∙ [σ(x. z)𝛁Φ(x. y. z)] = −Iδ(x − xs)δ(y − ys)δ(z − zs) 

هنجاری )که تغییرات را در  بعدی بررسي کنیم، در جهت امتداد کشیدگي بي نبع سهبرای اینكه جریان دو بعدی را با یک م

بنابراین  ؛بریم بهره مي 𝑘𝑦از  𝑦جای  رویم؛ یعني به گیریم(، از فضای مكان به فضای فوریه مي راستای آن ثابت در نظر مي

 توان نوشت: مي

(3 )                                  𝜵 ∙ [𝜎(𝑥. 𝑧)𝜵�̃�(𝑥. 𝑘𝑦. 𝑧) − 𝑘𝑦
2𝜎(𝑥. 𝑧)𝜵�̃�(𝑥. 𝑘𝑦. 𝑧)] =

−𝐼

2
𝛿(𝑥 − 𝑥𝑠)𝛿(𝑧 − 𝑧𝑠) 

𝑘𝑦  همان عدد موج در راستای𝑦 هنجاری( است؛ همچنین  )جهت امتداد کشیدگي بيΦ̃  برابر پتانسیل تبدیل شده در فضای

با در نظر گرفتن شرایط  یک معادله دیفرانسیل جزئي است که ما آن را به روش عددی تفاضل محدود 3باشد. معادله  فوریه مي

 صورت زیر نوشت: توان معادله را به کنیم؛ بنابراین مي مرزی ترکیبي، حل مي

(4  )                                                𝐂Φ̃(x. ky. z) = q 

.Φ̃(xبا جایگذاری  ky. z) = Φ̃ :داریم 

(5 )                                                  𝐂Φ̃ = q 

پیشرو گفته شد، بیاني از فیزیک  مسئلهطور که در قسمت حل  شدگي است که همان ، ماتریس جفت𝑪در این معادله ماتریس 

های  سازی، شرایط مرزی و فاکتور هندسي( است. این ماتریس یک ماتریس تُنکُ است؛ یعني بیشتر درایه )مثل گسسته مسئله

 شده، بردار مربوط به منبع است. نیز در رابطه داده 𝑞آن صفر است. پارامتر 

که یک  است يکافرا در فضای فوریه خواهیم داشت. برای داشتن مقادیر در راستای طول و عمق،  Φ̃پتانسیل  5از حل معادله 

باید روی ( 𝑦هنجاری ) تبدیل فوریه معكوس گرفته شود. لازم به ذکر است برای داشتن تمام اطلاعات در جهت کشیدگي بي

نسبت به  5آوردن ماتریس حساسیت به کمک روش پیشرو، لازم است از معادله   ها انتگرال بگیریم. برای به دست𝑘𝑦همه 

 رسانایي مشتق بگیریم؛ یعني

(6 )                                           ∂𝐂

∂σ
Φ̃ + 𝐂

∂Φ̃

∂σ
=

∂q

∂σ
 

𝒒��از آنجاکه مشتق بردار منبع نسبت به رسانایي یعني عبارت 

𝜕𝜎
 برابر صفر است؛ پس: 

(7 )                          ∂𝐂

∂σ
Φ̃ + 𝐂

∂Φ̃

∂σ
= 0 
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 1پیوستادامه
 

𝑪��دست آوردن  و به 𝑪با تشكیل ماتریس 

𝜕𝜎
Φ̃��از حل معادله پیشرو، تنها  Φ̃دست آوردن  کمک آن و همچنین به به 

𝜕𝜎
نامشخص  

های مختلف، مقادیر حساسیت 𝑘𝑦و سپس محاسبه تبدیل فوریه معكوس آن در  7است؛ بنابراین پس از محاسبه آن از رابطه 

 شوند.  حاصل مي مسئله

 ای ثابت برابر است با: حساسیت برای یک منبع نقطه

(8  )                                                           𝐉𝐥𝐦𝐧 =
∂Φ𝐦

∂σn
 

که  یطور منبع است، بهمكان  ایندکس 𝑙باشد.  مي 𝑛، رسانایي مربوط به بلوک 𝜎𝑛و  𝑚، پتانسیل مربوط به گره Φ𝒎که در آن 

𝑱𝒍𝒎𝒏 در گره  تیعنوان حساس به𝑚 در سلول  رسانایي رییبا توجه به تغ𝑛  و منبع واقع در گره𝑙 ،یک مزیت  شود. مي تعریف

، شود ميستون اجرا  کی ای فیرد کمحاسبه یتنها با  هر بارروش تفاضل محدود برای محاسبه ماتریس حساسیت این است که 

با  یعدد الگوریتم حل کیما در نهایت . دیآ يبه دست م شوندهتكرار یک الگوریتم با استفاده از سیکل ماتر که یطور به

و فرموله  شنهادیپ را تیحساس سیماتر های درایهمحاسبه  یمحدود برا ضلاز مدل تفا آمده دست به لیپتانس عیاستفاده از توز

قابل  يكیمختلف الكتر های برای همه آرایه بعدی دو و نیم يكیالكتر ویژه سازی مقاومت مدل یبرا تیحساس عی. توزمیکرد

 ( مراجعه شود(.2022)صفری  محاسبه و استفاده است )برای جزئیات بیشتر به قناتي و فلاح
 


