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 چکیده

-های ژئوپتانسیلي جهاني، محاسبه توابع لژاندر وابسته نوع اول بر اساس فرمولمدل بكارگیریاصلي در های يكي از چالش

در « دقت مضاعف»فرض از فرمت  افزارهای محاسباتي به طور پیش از آنجايیكه اكثر نرم بازگشتي معمول است.های 

توابع لژاندر وابسته نوع اول و محاسبه كنند، يک سوال مهم اين است كه آيا اين سطح دقت برای محاسبات استفاده مي

، معادل بالاترين درجه 2190دهد كه محاسبه توابع لژاندر در درجه های ژئوپتانسیلي كافي است؟ نتايج نشان ميارزيابي مدل

[  56˚20ʹو 78˚33ʹهای كروی در بازه  ]های ژئوپتانسیلي جهاني موجود، حتي با بكارگیری دقت مضاعف، برای عرضمدل

-نشان مي دهد. همچنین نتايجدرجه رخ مي 60از دقت كافي برخوردار نیست، كه بیشترين كاهش دقت در عرض كروی 

، دچار افت دقت شده و اين افت دقت 2029درجه، محاسبه توابع لژاندر در درجات بالاتر از  60دهد كه در عرض كروی 

، به ترتیب در محدوده 2190گردد. بر اساس نتايج، محاسبه پتانسیل ثقل و شتاب ثقل تا درجه با افزايش درجه تشديد مي

يابیم كه شود. از نتايج ما درميدچار افت شديد دقت مي 60˚13ʹتا  57˚41ʹزو ا  60˚13ʹتا 57˚32ʹكروی ازهای عرض

و  2065های كروی، به ترتیب درجه حداكثر درجه بسط برای محاسبه دقیق پتانسیل ثقل و شتاب ثقل برای تمام عرض

های گشتي و تولید تابعکدهیم كه برای محاسبه توابع لژاندر بر اساس روابط بازاست. در اين تحقیق، ما نشان مي 2071

در تمام فرايند « مضاعف طويلدقت »های ژئوپتانسیلي درجات بالای كنوني، نیازمند حفظ میدان ثقل بر اساس مدل

 هستیم.محاسباتي 

 ، پتانسیلثقل لژاندر، شتاب  وابسته بعمدل ژئوپتانسیلي، توا :های کلیدی واژه

 

Computational accuracy required in the evaluation of global geopotential models 
  

 

Summery 

Global geopotential models (GGMs) are mainly used in the remove-compute-restore 

(RCR) technique applied to gravity field modeling such as geoid determination and 

height datum unification. The increase in the number and quality of gravity data has led 

the developers of GGMs to produce models with higher resolution and accuracy. 

Basically, the long-wavelength coefficients of the gravity field are computed based on 

satellite data, while the medium- and short-wavelength coefficients are calculated based 

on terrestrial (land and sea) data. One of the main challenges regarding the evaluation of 

high-degree GGMs is to compute the associated Legendre functions of the first kind
 

based on the usual recursive formulas. Since most computational software uses the 

double-precision format by default, an important question is whether this level of 

precision is sufficient to numerically evaluate the associated Legendre functions of the 



 

 

first kind? To answer this question, the computation of the associated Legendre 

functions of the first kind in different degrees and latitudes is studied based on 

MATLAB software, which uses the double-precision format by default. From the 

numerical results, we find that the calculation of associated Legendre functions of the 

first kind up to degree of 2190 (the highest degree of existing GGMs), does not have 

sufficient accuracy at latitudes between 56 20  and 78 33 , where the most critical state 

occurs at the latitude 60 . We also find that the accuracy of the calculation of associated 

Legendre functions at the latitude 60  (the most critical state) significantly decreases for 

the degrees higher than 2029. These results imply that the usual computational software 

based on the double-precision format is not suitable for calculating the associated 

Legendre functions in all degrees and latitudes. This is due to the fact that if we 

consider the associated Legendre functions of the first kind in the form of a matrix with 

the dimensions corresponding to the degree and order of the functions, as the degree 

increases, the numbers on the main diagonal approach to the number 30810 and thus they 

are considered zero. In the recursive method, the entries below the main diagonal are 

calculated from the entries on the main diagonal. Since the entries below the main 

diagonal become very large as they move away from the main diameter, any error in 

computing the main diagonal entries leads to a large error in computing the entries 

below the main diagonal. In this paper, we also study the challenges of using the 

associated Legendre functions of the first kind in the production of gravity field 

functionals based on a GGM utilizing MATLAB software. The results show that the 

gravity potential computation up to degree of 2190 suffers from very large 

computational errors at latitudes between 57 32  and 60 13 . We observe that the safe 

degrees for the gravity potential computation in all latitudes are degrees less than 2065. 

The critical latitudes and degrees for the gravity calculation are somewhat different. The 

results indicate that the gravity computation up to degree of 2190 leads to very large 

errors at latitudes between 57 41  and 60 13 . In addition, the maximum degree of 

expansion that grants sufficient accuracy for the calculation of gravity for all latitudes is 

estimated to be 2071. Therefore, since the usual computational software based on the 

double-precision format is not suitable for evaluating the current high-degree GGMs, in 

this research, a new proposal based on the use of the “long double-precision” format is 

presented and evaluated. Based on our evaluations, the use of the long double-precision 

format throughout the computational procedure provides sufficient accuracy to compute 

the gravity field functionals based on the current high-degree GGMs. 
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 مقدمه -1

ای كه در علوم مهندسي و فیزيک های فیزيكي، به توابع پايه مناسب نیاز داريم. از جمله توابع پايه سازی پديدهبرای مدل

های هارمونیکهای كروی هستند. گیرد، توابع هارمونیکفیزيكي مورد استفاده بسیار قرار ميهای سازی پديدهبرای مدل

به عنوان مثال،  (. 1981های جاذبي و مغناطیسي، بسیار پركاربرد هستند )كلمبو،  كروی در حل مسائل مرتبط به میدان

شود )هايسكنن و صورت زير نمايش داده مي پتانسیل جاذبه زمین در فضای خالي از جرم، بر اساس اين توابع پايه  به

 (.1967موريتز،  
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شعاع رفرانس،Rثابت جاذبي زمین،  GMهای مختصات كروی،مولفه rو  ، كه 
nm
P  توابع لژاندر نوع اول نرمالیزه

، mو مرتبه  nشده از درجه 
nm
C  و

nm
S ژئوپتانسیلي و  ضرايب

max
n  درجه بیشینه بسط است. امروزه در سايه افزايش

لائي توسعه يافته ودر نتیجه، نحوه های باها تا درجه و مرتبههای مورد استفاده در تولید ضرايب ژئوپتانسیلي، اين مدلداده

اين ضرايب ژئوپتانسیلي تبديل  در بكارگیری های بالا، خود به يک چالشمحاسبه عددی توابع لژاندر در درجه و مرتبه

های بازگشتي كه افزارها، به دلیل خصلت فرمول شده است. محاسبه دقیق توابع لژاندر با استفاده از ابزارهای محاسباتي و نرم

تواند نتايج حاصل را شديداً تحت تأثیر مي رود، همواره با خطاهای تجمیع شونده همراه بوده كهبرای محاسبه آنها بكار مي

  قرار دهد.

های كروی تنها بود، دغدغه اصلي در بسط هارمونیک 2000های ژئوپتانسیلي زير در گذشته، زماني كه حداكثر درجه مدل

( 2000توان از بوش)های میدان ثقل در قطبین كره زمین بود. به عنوان مثال ميتر تابعکدقیقمحدود به نحوه محاسبه هرچه 

. اما با دهد هايي برای پايداری محاسبات ارائه ميد و روشپرداز ياد كرد كه به مساله پايداری محاسبات در قطبین مي

  ( و2008)پاولیس و ديگران،  EGM2008مانند  هاييو ظهور مدل های ژئوپتانسیليافزايش بیشینه درجه و مرتبه مدل

EIGEN6c4 تر از  تر و پیچیده های میاني، بصورت بحراني، مساله ناپايداری محاسبات در عرض(2014و ديگران،  )فورشته

هايي برای كاهش نواحي قطبي نمود يافت. در مقالات متعددی به خطای محاسبه عددی توابع لژاندر نوع اول اشاره و روش

های كند كه استاندارد محاسبه اعداد در زبان ( به اين نكته اشاره مي2002ارائه شده است. هولمز و فدرستن ) خطای آن

نويسي، قادر به رسیدن به دقت مورد نیاز برای توابع لژاندر در درجات بالا نیست؛ زيرا كمترين عدد قابل محاسبه در  برنامه

يابد. در حقیقت اعداد  بوده و با نزديک شدن متغیرها به اين عدد، دقت محاسبات كاهش مي 10-308، عدد IEEEاستاندارد

(، در مورد دقت محاسبه 2011شوند. اشپرلاک) ( ميUnderflowپاريز) صفر فرض شده و به اصطلاح 10-308كوچكتر از 

( برای مقابله با 2002هولمز و فدرستن )  های ژئوپتانسیلي، بحث كرده است.و اثر آن بر محاسبه مدل IEEEدر استاندارد 

ها، يک . در اكثر اين روشاست اين مشكل و افزايش دقت محاسبه اين توابع، چندين روش را مورد بررسي قرار داده

ضريب كاهنده برای محاسبه 
nm
Pز نزديک شدن اعداد ها در نظر گرفته شده است تا با افزايش درجه و مرتبه توابع لژاندر، ا

كند. نكته اساسي اين است كه توابع لژاندر معمولاً بصورت بازگشتي محاسبه شده، و هر درجه و مرتبه جلوگیری  10-308به

از 
nm
Pشوند. در اين روابط بازگشتي، يک جمله بصورت تر محاسبه مي ها از درجات و مراتب پايینcos( )u  وجود

دارد كه با افزايش درجه 
nm
P ها، هر بار با توانmو بصورتmu گردد. درنتیجه با افزايش درجه  ظاهر مي

nm
Pها، ضريب

mu  شود. با فاكتور گرفتن جمله  های روی قطر اصلي مي شدن درايه پاريزباعثmu توان به جای محاسبه   مي
nm
P ،ها

ها را بصورت  درايه
m

nm
P

u
رد. توان اين جملات را محاسبه و ذخیره ك صورت تا درجات بالا ميمحاسبه كرد. در اين

اند نیز بايد اعمال شوند.  كه بصورت يک ماتريس ذخیره شدهmuدرنهايت در هنگام استفاده از اين توابع، ضرايب 

های  ( نیز از همین روش برای اجتناب از صفر شدن درايه2011اشپرلاک )
nm
P ها استفاده كرده است. اين روش تا درجات

های  شدن درايه پاريزتوانند از  نیز نمي muبالا معتبر است اما گاهي اوقات ضرايب 
nm
P .هولمز و فدرستن  جلوگیری كنند

توان اين مساله را نیز  ها مي ضريب ثابت از تمام درايهاند كه با فاكتور گرفتن يک ( در يک آنالیز عددی نشان داده2002)

های  بعنوان ضريب ثابت معرفي شده است تا در هنگام محاسبه درايه  10-280جبران كرد. برای اين منظور عدد
nm
P اين ،

( نیز از همین روش برای 2015و هیرت)ركسر شدن آنها جلوگیری كرد.  پاريزها فاكتور گرفته و از  عدد را از تمام درايه



 

 

بايد در هنگام استفاده از  10-280و muدر نتیجه دو ضريب پايداری محاسبات استفاده كرده است. 
nm
Pها  ها به تمام درايه

 پاريزیدگي محاسبات، باز هم تضمین كاملي برای های مبتني بر فاكتورگیری، علاوه بر پیچ اعمال گردند. در اينگونه روش

 شود. با افزايش مرتبه دچار ناپايداری مي muنشدن متغیرها وجود ندارد. مثلا خود جمله 

هستند. در  (Clenshawهای مبتني بر روش كلنشاو)اند، روش های ديگری كه جايگزين روش فاكتورگیری شدهروش

های شدن درايهپاريز( ارائه كرده است، برای جلوگیری از 1955روشي كه كلنشاو )
nm
P از محاسبه مستقیم ،

nm
P  اجتناب

شود. به اين معنا كه رابطه  توسط ضرب همزمان ساير اجزای اين رابطه، نتیجه نهايي يكجا محاسبه مي (1)كرده و در رابطه 

 (2)، اين رابطه را بصورت رابطه (1)فته و با تعويض دو بسط درون رابطه را بصورت يک ماتريس پايین مثلثي درنظر گر (1)
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)در هنگام محاسبه  , , )V r (2) از رابطه ،si (( n )
nm
P  شدن  پاريزشود تا از محاسبه مي (4)و  (3)به همراه ضرايب روابط

های  درايه
nm
P توان خود  نمي ،اجتناب گردد. اگر اين رويه مورد استفاده قرار گیرد

nm
P  را بصورت جداگانه محاسبه كرد

در روش كلنشاو اگر  محاسبه شده و با هم جمع گردند. (2)های رابطه  ودر هنگام محاسبه، بايد بصورت تدريجي درايه

توان جداگانه  وجود دارند را بصورت يک ماتريس پايین مثلثي در نظر بگیريم، هر ستون را مي (2)عناصری كه در رابطه 

صورت بايد از روابط بازگشتي محاسبه توابع لژاندر بصورت ها را با هم جمع كرد. در اين جمع كرده و نتیجه همه ستون

ستوني استفاده كرد. برای جمع هر ستون نیازی نیست كه همه توابع لژاندر را محاسبه كنیم زيرا هر درايه از ماتريس توابع 

خود توابع نیست. همچنین  شود و اگر اين جمع را به يكباره محاسبه كنیم، نیازی به محاسبه لژاندر، از درايه قبلي محاسبه مي

دور شده و دچار خطای محاسباتي نشويم. در   10-308باعث خواهد شد كه نتیجه، از عدد (2)وجود ساير متغیرها در رابطه 

شوند، روش كلنشاو  در آنها به جمع يک سری نیاز داريم كه از روابط بازگشتي محاسبه مي های علوم كه بسیاری از شاخه

گیرد. مزيت مهم اين روش، دقت بالای آن است ولي بهای سنگین اين دقت بالا، علاوه بر پبچیدگي  مورد استفاده قرار مي

 كند. كل ميزياد، عدم محاسبه خود توابع لژاندر است كه كار با اين روش را بسیار مش

 ERA (Extended Range مبسوط حساب برده ايد اند، استفاده از  روش ديگری كه مقالات زيادی به آن پرداخته

Arithmetic) است. در اين روش، برای جلوگیری از پاريز شدن اعداد، هر عدد حقیقي  در نظر  (5)بصورت رابطه

 (:1981شود )اسمیت و ديگران،  گرفته مي

(5)   . kx q 

x ( قسمت اصليPrincipal partو )k ( شاخص كمكيAuxiliary indexاز عدد حقیقي غیر صفر ) شوند و  نامیده مي

q 2 يک عدد تواني در پايه ( و تا حد امكان بزرگ است. زوجkوx) را حالت برد مبسوط عدد نامند. مقالات  مي

(  از اين روش استفاده 2020نگ زينگ و ديگران )ي(، ژ2016(، نوويكوا و ديمیترنكو )2012مختلفي مثل فوكوشیما )

استفاده كرده است كه اين  X-numbers( برای جلوگیری از پاريز شدن محاسبات از روش 2018اند. فوكوشیما ) ودهنم



 

 

، اعداد حقیقي به صورت يک عدد ERA(  تشريح شده است. در اين روش نیز مثل روش 2012روش در فوكوشیما )

برای جلوگیری از پاريز شدن اعداد، زمان محاسبات را افزايش داده و  ERAتواندار در نظر گرفته شده است. استفاده از 

ای در مورد حافظه  ها، دغدغه حافظه بیشتری نسبت به حالت عادی محاسبات نیاز دارد. البته امروزه با افزايش حافظه رايانه

در همین راستا،  حوزه قرار دارد.تقريباً وجود ندارد اما افزايش سرعت محاسبات، هنوز هم مورد توجه پژوهشگران در اين 

كه سرعت محاسبات  است تكنیكي ارائه كرده ERA( برای افزايش سرعت محاسبات در استفاده از 2022گلي و همكاران )

كنند، بر روی پاريز نشدن اعداد تا درجات  استفاده مي ERAدرصد افزايش داده است. مقالاتي كه از روش  30تا  10را 

در حد  100000( دقت محاسبه توابع لژاندر را تا درجات 2022اند. بطور مثال گلي و همكاران ) شده بسیار بالا متمركز
9

10
 ( با فاكتور گرفتن يک عدد كوچک، محاسبات توابع وابسته لژاندر را تا درجه2012اند. بالمینو و ديگران ) نگه داشته 

ابه، برای جلوگیری از پاريز شدن محاسبات، با نزديک شدن به مرز پاريز شدن تست كرده است. در روشهای مش 32400

280اعداد، يک عدد مثل 
10

 شوند. همچنین در بسیاری از مقالات از  را فاكتور گرفته و محاسبات پايدار نگه داشته مي

 بات، از روش لگاريتم گیری استفاده شده است.( ، برای  دوری از پاريز شدن محاس2012جمله بالمینو و ديگران )

های بازگشتي، از روش انتگرالي برای محاسبه توابع اند كه بجای فرمول (، در يک پژوهش سعي كرده2011يو، ون و زن )

به لژاندر استفاده كنند. اين روش نسبت به روش بازگشتي، جواب پايدارتری دارد اما بهای اين پايداری، افزايش زمان محاس

( برای حل اين مشكل، از يک الگوريتم عددی استفاده كرده و دقت محاسبات را 2008ويتور و ديگران )اين توابع است. 

، استفاده از اين الگوريتم 1800اند اما اين روش نیز با مشكل كاهش بسیار زياد سرعت مواجه است. در درجه  بسیار بالا برده

( 2007جكلي، لي و وان ) های استاندارد نیاز دارد.سبه توابع لژاندر نسبت به الگوريتمبرابر زمان بیشتری برای محا 40حدود 

كه ازقابلیت محاسبات با دقت است  پیشنهاد كرده MATLABنیز برای افزايش دقت محاسبات در نرم افزارهايي مثل 

، همین 2700ه محاسبات بیشتر از درجه ( نیز برای افزايش درج2015ركسر و هیرت ) نامحدود اين نرم افزارها استفاده شود.

اما استفاده از اين قابلیت سرعت محاسبات را بسیار كاهش داده و در درجات بالا، محاسبات  ؛روش را پیشنهاد كرده است

های ژئوپتانسیلي و مشتقات های مدل( چندين روش برای محاسبه تابعک2009كند. فانتینو و كاسوتو ) را بسیار كُند مي

يک تا چهار را بررسي و مقايسه كرده است. روش اول، روش لژاندر است كه در مقاله حاضر مورد بررسي قرار درجه 

گرفته است، روش دوم، روش كلنشاو بوده )كه در اين پژوهش نیز  مورد بررسي قرار گرفته است( و روش سوم، روش 

رار گرفته است. در روش پاينس، برای اجتناب از ( مورد مطالعه ق1973است كه بر اساس مقاله پاينس ) (Pinesپاينس)

ناپايداری در قطبین، از سیستم مختصات كارتزين بجای سیستم مختصات كروی استفاده شده است. روش ديگری كه در 

نامیده شده  (Cunningham-Metrisمتريس)-( مورد بررسي قرار گرفته است، روش كانینگهام2009مقاله فانتینو و كاسوتو )

( شكل گرفته است. اين مقالات نیز در جهت بهبود 1999( و متريس و ديگران )1970اساس مقالات كانینگهام ) كه بر

هايي كه از سیستم اند. نكته قابل تامل در روش روش پاينس، از سیستم مختصات كارتزين بجای سیستم كروی استفاده كرده

تر شدن محاسبات، بنا بر محاسبات فانتینو و كاسوتو،  پیچیدهكنند اين است كه علاوه بر  مختصات كارتزين استفاده مي

و فقط  شوند ها، با افزايش درجه و مرتبه، دچار ناپايداری عددی ميهای هلمهولتز مورد استفاده در اين روش ای چندجمله

كه محاسبات فانتینو و  های لژاندر و كلنشاو باشند. همچنین بايد توجه داشتتوانند جايگزيني برای روش در نقاط قطبین مي

های مختلفي را برای مقابله با ( نیز روش2016نوويكوا و ديمیترنكو) صورت گرفته است. 360( فقط تا درجه 2007كاسوتو )

اند. در خطای محاسبه توابع لژاندر بررسي كرده و تاثیر خطا را در درجات مختلف و نواحي مختلف مورد ارزيابي قرار داده

ا، يا از فاكتورگیری ضرايب كاهنده استفاده شده و يا برای كاهش اندازه اعداد، از روش لگاريتمي استفاده هتمام اين روش

ها ها، علاوه بر پیچیدگي زياد در برنامه نويسي، كاهش دقت آنها در برخي عرضشده است. مشكل اصلي اين روش

شوند  تورگیری، دقت ضرايبي كه فاكتور گرفته ميهای فاكهمچنین در روش های بحراني( و در درجات بالا است.)عرض



 

 

شود. اين دغدغه همواره در  مي پاريزبه صفر نزديک شده و  mنیز با افزايش  muنیز محدود است و بطور مثال جمله 

شدن در منطقه محاسباتي،  پاريزهای میدان جاذبه وجود داشته و در محاسبات بايد مراقب بود كه مساله محاسبات تابعک

برای 
nm
Pنويسي را برای محققین دشوار ساخته  ها بسیار زياد بوده و كار برنامه ها اتفاق نیافتد. درضمن، پیچیدگي اين روش

ها صرف كنند. به  ي پرداخته شود، بايد زمان بسیار زيادی را برای برنامه نويسي اين روشو بجای اينكه به محاسبات اصل

عنوان مثال در روش كلنشاو، با هر تغییر كوچک در محاسبه تابعكهای میدان ثقل، بايد به دقت بررسي شود كه روش 

نويسي شود. مشكل  و مشتقات اين فرمول، به درستي اعمال و برنامه (2)های رابطه كلنشاو برای محاسبه همزمان كلیه المان

ها آن است كه خود  دوم اين روش
nm
Pبصورت يكجا (4)و  (3)های  شوند، بلكه جملاتي شبیه به رابطه ها نیزمحاسبه نمي

های حاسباتي بسیار سخت شده و اگر محاسبات يكي از تابعکهای م شوند. در نتیجه بررسي و اصلاح برنامه محاسبه مي

میدان ثقل با مشكل مواجه شده و نتايج مطلوب حاصل نشوند، تشخیص اينكه كدام قسمت يا كدام كمیت بايد مورد 

 بر خواهد بود. اصلاح قرار گیرد، بسیار مشكل و زمان

در صورت استفاده از هدف اصلي نوشته شده است. اول اينكه سازی محاسبات و با دو  اله حاضر در واقع با رويكرد سادهمق

ای كه مدلهای ژئوپتانسیلي فعلي  مناطق بحراني و درجات بحراني را تا آخرين درجه، (Double Precision)دقت مضاعف 

درجات بحراني در كند تا افرادی كه در مناطق غیربحراني يا درجات پايین تر از  اند، با جزيیات دقیق معرفي مي منتشر شده

حال محاسبه اين توابع هستند، به سادگي و بدون نگراني و با برنامه نويسي ساده به نتیجه برسند؛ و دوم اينكه درصورت 

ورود به مناطق و عرضهای بحراني و در درجات بالا، با استفاده از روشي كه در اينجا معرفي شده است، بدون دغدغه از 

در، زمان را صرف ساير محاسبات نموده و از محاسبات خود توابع لژاندر فارغ شوند. روش نتیجه محاسبات توابع لژان

پیشنهادی دارای اين حسن است كه خود
nm
Pشوند كه اين باعث ها و مشتقات آنها جداگانه و با دقت خوب محاسبه مي

اشكالات محاسبه تر شده و  ها بسیار ساده يابي برنامه شود اولاً عیبمي
nm
P  بصورت جداگانه قابل بررسي شود. ثانیاً، درهر

توان يک بار  پروژه محاسباتي، مي
nm
Pهای مورد نیاز محاسبه و ذخیره كرده و در هر بار اجرای  ها را در تمامي عرض

 شود.ه اين باعث افزايش سرعت محاسبات ميها، اين توابع را فقط بازخواني كرد، ك برنامه
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قابل بیان است )هیسكنن  (7) و رابطه (6)روابط اصلي محاسبه توابع لژاندر نرمالیزه شده كه حالت بسته دارند بصورت رابطه 
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nmدر روابط فوق، 
P توابع لژاندر نوع اول وnm

P درپي در  گیری پي توابع نرمالیزه لژاندر نوع اول هستند. از آنجا كه مشتق

شود. در اين روابط بازگشتي  اين روابط بسیار مشكل است، از روابط بازگشتي برای محاسبه آنها استفاده مي
nm
P ها بصورت

های كنار قطر اصلي از  و درايه (8)های قطر اصلي اين ماتريس از رابطه  شوند كه ابتدا درايه تريس در نظر گرفته مييک ما

 (.1981شوند )كلمبو،  محاسبه مي (9)رابطه 
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های هر ستون زير قطر  توان بصورت رابطه بازگشتي ستوني يا سطری محاسبه كرد. درايههای زير قطر اصلي را مي درايه

(. همچنین 1981گردند )كلمبو،  محاسبه مي (10)لي بصورت عمودی و از رابطه بازگشتي های روی قطر اصاصلي از درايه

 (.1981ه كنیم )كلمبو، توان به جای اينكه ستون زير قطر را محاسبه كنیم، سطر زير قطر را بصورت افقي محاسب مي

(10) 
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P P P

n m n m n
  

پايین محاسبه كنیم، مشكل نكته حائز اهمیت در محاسبه توابع لژاندر اين است كه اگر بخواهیم اين توابع را در درجات 

اما زماني كه بخواهیم توابع  ؛آيد خاصي بوجود نمي
nm
P محاسبه كنیم، دچار مشكلات  2190را در درجات بالا مثلاً درجه

محاسبه عددی آن خواهیم شد. در روابط بازگشتي، اگر
nm
P های یريم، در عرضرا بصورت يک ماتريس درنظر بگ

شود. دلیل اين امر اين  های قطر اصلي و كنار قطر اصلي دچار اشكال مي درجه، محاسبه درايه 80تا  55كروی تقريباً بین 

رسیده و كوچكتر  10-308، اعداد روی قطر اصلي به سمت صفر میل كرده و به عددnبا افزايش (8)است كه در رابطه 

 شوند.  مي

( Double Precision) معمولاً از متغیر نوع دقت مضاعف MATLABافزارهای رياضي مثل  های برنامه نويسي و نرمزبان

IEEE(Institute of Electrical and Electronic Engineers ) اندارد كنند. بر اساس است برای محاسبات دقیق استفاده مي

بايت درنظر گرفته شده است. در نتیجه اعداد بزرگتر  8سازی اعداد اعشاری با دقت مضاعف تعداد  ، برای ذخیره754شماره 

 10-308اعداد كوچكتر ازشوند و  ( در نظر گرفته ميNot a Number) NaN( شده و Overflow) سرريز اصطلاحاً 10308از

رسد هر قدر  شوند. در نگاه اول اين عدد بسیار كوچک بوده و به نظر مي شده و صفر در نظر گرفته مي پاريز نیز اصطلاحاً

شدن، برای محاسبه  پاريززرگ باشند، درهنگام ضرب بین اعداد، تاثیری نداشته باشند و اين ب  (1)هم ساير اجزای رابطه 

( , , )V r  قابل اغماض باشد. اما نكته اينجاست كه در روش بازگشتي محاسبه  (1)در رابطه
nm
P ها، پس از محاسبه قطر

شوند. اين عناصر زير قطر، نه تنها كوچک نیستند بلكه با  از روی اعداد روی قطر محاسبه مي ،اصلي، ساير عناصر زير قطر

شود اعداد زير قطر همگي با خطا  خطا در محاسبه قطر اصلي باعث مي شوند. دور شدن از قطر اصلي بسیار بزرگ مي

 وجود آيد. ب (1)شود كه خطاهای بسیار بزرگي در هنگام محاسبه پتانسیل از رابطه  شوند و اين مساله باعث مي محاسبه
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به دو سوال اساسي در خصوص محاسبه توابع لژاندر در صورت استفاده از دقت مضاعف پاسخ  ميدار يسع بخش نيدرا

 دهیم: 

ژئوپتانسیلي جهاني امروزی است، در  های، كه معادل بیشترين درجه مدل2190( در صورت محاسبه توابع لژاندر تا درجه 1)

خواهیم شود؟ در حقیقت در پاسخ به اين سوال ميهای كروی محاسبه توابع لژاندر دچار خطای زيادی ميچه عرض

 را شناسايي كنیم.  های كروی بحراني در محاسبه توابع لژاندر عرض



 

 

 شوند؟لژاندر دچار خطای زياد مي محاسبه توابع ،ای به بعدهای كروی بحراني، از چه درجه( در عرض2)

 با  مشتق توابع لژاندر نسبت به )در روابط زير، برای ارزيابي خطای توابع لژاندر و مشتقات آنها
nm

dP  نمايش داده شده

 (:2002استفاده كنیم )هولمز و فدرستن  (12)و  (11)توانیم از روابط تحلیلي و دقیق مي است(
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بر اين اساس، خطای تحلیلي محاسبه توابع لژاندر)
nmP
e) ( و خطای تحلیلي مشتق آن

nmdP
e ) و  (13)روابط را بصورت

 كنیم: تعريف مي (14)
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( و شتاب ثقل Wهای میدان ثقل مانند پتانسیل ثقل )تقات آنها را در محاسبه تابعکتوانیم توابع لژاندر و مشاز طرفي مي

به كار برده و تأثیر ( 2014)فورسته و ديگران،   EIGEN-6C4 ( با استفاده از يک مدل ژئوپتانسیلي جهاني مانندgزمین )

 را روی آنها بررسي كنیم. توابع لژاندر و مشتقات آن خطای محاسبه

 

 در محاسبه توابع لژاندر بحرانی کرویهای تعیین عرض -3-1

ای،  دقیقه 10های درجه با گام 90درجه تا عرض  صفرهای كروی بحراني، ابتدا از عرض برای مشخص شدن عرض
nm
P  را

به بررسي دقت محاسبه توابع لژاندر و مشتق آنها  (12)و  (11)های  محاسبه كرده و با استفاده از رابطه 2190تا درجه 

پردازيم. منظور از دقت در اينجا محاسبه  مي
nmP
e  و

nmdP
e   است. همچنین، در امتداد   (12)و  (11)با استفاده از روابط

كنیم تا  ( را محاسبه كرده و ترسیم ميg( و مقدار شتاب ثقل )Wالنهار و بر روی سطح بیضوی، پتانسیل ) يک نصف

 دهند. نتايج اين محاسبات را نشان مي( 2و )( 1)  های های میدان ثقل مشخص شوند. شكلمناطق بحراني برای محاسبه تابعک

 



 

 

خطای محاسبه توابع لژاندر(: 1شكل )
nmP
e

 
( و  مشتق توابع لژاندرپیوسته آبي نمودار)

nmdP
e( با  چین خط قرمز نمودار )

شكل در  .2190ای تا درجه بسط  دقیقه 10های درجه با گام 90های كروی صفر تا  استاندارد دقت مضاعف در عرض

 مقیاس لگاريتمي ترسیم شده است.

 

در مدل  با استفاده از متغیرهای با دقت مضاعف )شكل پايین( و شتاب ثقل )شكل بالا( نتیجه محاسبه پتانسیل ثقل(: 2شكل )

های درجه( بر روی سطح بیضوی، در عرض صفر النهار گرينويچ )طول كروی در امتداد نصف EIGEN-6C4ژئوپتانسیلي 

 ترسیم شده است.. شكل در مقیاس لگاريتمي 2190ای تا درجه بسط  دقیقه 10های درجه با گام 90تا  صفر

 

 

های ، محاسبه تابعکهابه تبع آن توان دريافت كه محاسبات توابع لژاندر و مشتقات آن و ( مي2( و )1های ) با توجه به شكل

درجه، دچار ناپايداری و كاهش دقت شده است. در نتیجه برای دقیقتر  79و  56بین  های كرویمیدان ثقل، در عرض

كنیم. نتیجه اين  ای، محاسبات را تكرار مي های يک دقیقهبا گام بحراني، در اين محدودهعرض  محدوده كردن مشخص

 ( نمايش داده شده است.4( و )3های )  بررسي در شكل



 

 

 

خطای محاسبه توابع لژاندر(: 3شكل )
nmP
e

 
( و  مشتق توابع لژاندرپیوسته آبي نمودار)

nmdP
e( با  چین خط قرمز نمودار )

شكل در مقیاس  .2190ای تا درجه بسط  دقیقه 1های درجه با گام 79تا  56 های كروی استاندارد دقت مضاعف در عرض

 لگاريتمي ترسیم شده است.

 
ضاعف در مدل با استفاده از متغیرهای با دقت مپتانسیل ثقل )شكل بالا( و شتاب ثقل )شكل پايین( نتیجه محاسبه (: 4شكل )

های النهار گرينويچ )طول كروی صفر درجه( بر روی سطح بیضوی، در عرض در امتداد نصف EIGEN-6C4ژئوپتانسیلي 

 . شكل در مقیاس لگاريتمي ترسیم شده است.2190ای تا درجه بسط  دقیقه 1های درجه با گام 79تا  55كروی 

 

افت به تدريج دچار  56˚20ʹلژاندر و مشتق آنها، از عرض كروی( مشخص است، محاسبه توابع 3) همانطور كه در شكل

 78˚33ʹترين حالت رسیده، و سپس مقدار خطا كم شده و در عرض كروی درجه به بحراني 60شده، در عرض  دقت

5خطای محاسبه توابع لژاندر به 
10

  رسد.  مي 159/0درجه به  79و خطای محاسبه مشتق توابع لژاندر نیز در عرض كروی

( مقدار خطا آنقدر زياد است كه در ساير مناطق، مقدار پتانسیل و مقدار شتاب ثقل بصورت يک خط مستقیم 4) در شكل

ثقل محدوده كوچكتری است. شوند. نكته جالب توجه اين است كه ناحیه بحراني در محاسبه پتانسیل و شتاب  ديده مي

و ناحیه   60˚13ʹتا عرض كروی   57˚32ʹدهد كه ناحیه بحراني در محاسبه پتانسیل ثقل، از عرض كروی نتايج نشان مي

ترين است. لازم به ذكر است كه بحراني 60˚13ʹتا عرض كروی  57˚41ʹبحراني در محاسبه شتاب ثقل از عرض كروی 

 درجه است. 60و شتاب ثقل، مشابه محاسبه توابع لژاندر و مشتق آنها،  عرض كروی عرض كروی در محاسبه پتانسیل 

 



 

 

 تعیین درجه بسط بحرانی -3-2

شود،  ای شروع مي از چه درجه های میدان ثقلبرای اينكه مشخص شود ناپايداری دقت محاسبه توابع لژاندر و تابعک

( 6( و )5های ) كنیم. نتیجه در شكل تكرار مي 2190تا  1800درجه برای درجه و مرتبه های  60محاسبات را در عرض 

 نمايش داده شده است.

 

خطای محاسبه توابع لژاندر(: 5شكل )
nmP
e

 
( و  مشتق توابع لژاندرپیوسته آبي نمودار)

nmdP
e( با  چین خط قرمز نمودار )

شكل در مقیاس لگاريتمي ترسیم شده  .2190تا  1800درجه، در درجات   60كروی استاندارد دقت مضاعف در عرض 

 است.

 

 
با استفاده از متغیرهای با دقت مضاعف در مدل پتانسیل ثقل )شكل بالا( و شتاب ثقل )شكل پايین( نتیجه محاسبه (: 6شكل )

.  2190تا  1800سطح بیضوی، در درجات   درجه بر روی 60النهار صفر درجه و مدار  ، در نصفEIGEN-6C4ژئوپتانسیلي 

 شكل در مقیاس لگاريتمي ترسیم شده است.

 

(، خطای محاسبه توابع لژاندر )5با توجه به شكل )
nmP
e بوده كه از اين درجه به   1× 10-5از مرتبه  2029( تا قبل از درجه

(، اين مرز برای خطای محاسبه مشتق توابع لژاندر )5با توجه به شكل ) بعد، اين خطا افزايش ناگهاني پیدا میكند. همچنین



 

 

nmdP
e اين خطا جهش  2029بوده و بعد از درجه  4/1بوده، كه تا قبل از اين درجه، اين خطا از مرتبه  2029( همین درجه

به بعد محاسبه مقدار پتانسیل تغییر ناگهاني  2065ز درجه ، ا(بالا-6مورد پتانسیل با توجه به شكل ) ناگهاني پیدا میكند. در

به بعد، يک جهش ناگهاني در محاسبه مقدار  2071، از درجه (پايین-6دارد. همچنین در مورد شتاب ثقل با توجه به شكل )

 شتاب ثقل ديده میشود.

 

  مطالعه توابع لژاندر در نواحی نزدیک قطب -3-3

درجه  90تا  85های   های میدان ثقل، در نواحي نزديک به قطب، محاسبات را در عرضابعکبرای بررسي توابع لژاندر و ت

 ( نمايش داده شده است.8( و )7های ) نتايج در شكلكنیم  تكرار مي 2190ای برای درجه و مرتبه  و با گامهای يک دقیقه

 

 
خطای محاسبه توابع لژاندر(: 7) شكل

nmP
e  )و خطای محاسبه مشتق توابع لژاندر)شكل بالا

nmdP
e  )با  )شكل پايین

 تا یا قهیدق 1 یباگامها درجه 90 تا  85 ی كرویهادر عرض ،يلیتحل یهابا فرمول سهيدر مقا استاندارد دقت مضاعف

 . 2190 درجه

 

 



 

 

 با استفاده از متغیرهای با دقت مضاعف در پتانسیل ثقل )شكل بالا( و شتاب ثقل )شكل پايین( محاسبه  جهینت(: 8) شكل

 درجه 90 تا 85 یهادر عرض ،یضویسطح ب یدرجه بر رو صفرالنهار  در امتداد نصف EIGEN-6C4يلیمدل ژئوپتانس

 .2190 درجه تا یا قهیدق 1 یباگامها

 

محاسبه توابع لژاندر و مشتق آن در نواحي نزديک قطب )تقريباً عرضهای بالاتر از ( ديده میشود، 7)  همانطور كه در شكل

به  و خطای محاسبه مشتق آن، 1× 10-4به توابع لژاندر تا جايیكه خطای محاسبه  درجه( دچار نوسانات شديد شده 5/89

نواحي وابع لژاندر و مشتق آن در محاسبه ترسد. هرچند لازم به ذكر است كه اين میزان خطا در مقايسه با  مي 300عدد 

( میتوان دريافت كه مشكلي در محاسبه 8درجه( خیلي كوچک است. همچنبن از شكل ) 60بحراني )عرضهای حدود 

 های میدان ثقل )پتانسیل و شتاب ثقل( در نواحي نزديک قطب وجود ندارد.تابعک

 

 محاسبه دقیق توابع لژاندرروش پیشنهادی برای  -4

های  شدن درايه و سرريز پاريز ی در اين تحقیق، برای مقابله با خطاهای ناشي ازروش پیشنهاد
nm
P ها، مبتني برخروج از

افزايش دقت محاسبه اعداد به ماورای دقت مضاعف است. اين خود مستلزم استفاده از  و IEEE استاندارد دقت مضاعف

بايت باشد. به عنوان نمونه، كامپايلر   8زبان برنامه نويسي با كامپايلری است كه قادر به بكارگیری متغیرهای با طول بیش از 

را به كار گیرد. با اين نوع  Long Doubleر به نام اين قابلیت را دارد كه نوعي از متغی ++Borland Cزبان برنامه نويسي 

اگر كدهای محاسبه  حفظ كرد. به اين ترتیب،10-4932 توان دقت محاسبات را تا متغیر مي
nm
P  را به زبانC++ نوشته و به 

ريق مانع از پاريز شدن مقاديرحفظ كرده و به اين ط10-4932 تا را توان دقت محاسباتاين كامپايلر معرفي كنیم مي
nm
P

 Longنوشته شد كه تمام متغیرهای مورد نیاز را با دقت  ++Cبنابر اين، در اين تحقیق ابتدا يک برنامه به زبان  شويم.

Double  توانند در متغیر نوع  محاسبه كند. اما در عمل متوجه شديم كه بعضي از متغیرها اصولا نميLong Double  قرار

توانیم  كند، همواره از نوع عدد طبیعي بوده و نمي گیرند. برای مثال متغیری كه شماره انديس داخل ماتريس را ذخیره مي

نوع آن را تغییر بدهیم. اين در حالي است كه اين متغیر بعنوان شماره درجه يا مرتبه، بايد در عملیات رياضي شركت كند؛ 

 ++Cاست در ضرب بین دومتغیر، هر دو متغیر به يک نوع واحد تبديل شوند. با توجه به اينكه در زبان در نتیجه حتي ممكن 

نیازمند دقت زيادی  Long Doubleتوانند در حین محاسبات تغییر نوع بدهند، حفظ دقت متغیرها در حالت  متغیرها مي

دهند. درنتیجه تمام  تغییر مي Double precisionفرض، نتیجه را به  است. همچنین بعضي از توابع رياضي بصورت پیش

 باقي بمانند.  Long Doubleتک بايد مورد بررسي قرار گیرند تا در تمام مراحل محاسبات در حالت  به متغیرها بصورت تک

های میاني، هیچ  های عددی نشان داد كه در منطقه بحراني عرض، بررسيLong doubleپس از افزايش دقت متغیرها به 

های مشكلي بوجود نیامده و تمام درايه
nm
P  شوند. اما در منطقه  شدن محاسبه مي پاريزو مشتق آن بخوبي و بدون مشكل

ها  عبور كرده و به سرعت درايه10-4932های قطر اصلي از عدد درجه، باز هم درايه 90تا عرض كروی  89˚30ʹعرض كروی

nmشدن بخصوص بر روی مشتق  پاريزشوند. اين  صفر مي
P گذارد. به همین دلیل از تكنیک فاكتور كاهنده اثر بیشتری مي

(cos( ))m های  شدن درايه پاريزشود كه سرعت استفاده شده است. اين تكنیک باعث ميnm
P  بسیار كند شده و در نقاط

nmنزديک به قطب هم دقت محاسبه
P باقي مانده و در دقت محاسبه مشتق  10-6در حدnm

P  نیز كاهش محسوسي نداشته

 باشد.



 

 

های ا در كامپايلر اكثر زباندرجه بايد صفر فرض شود ام 90در مورد خود نقطه قطب نیز نكته خاصي وجود دارد. كسینوس 

دهد. اين مقدار  را نتیجه مي 12323399573677/6×10-17درجه، عددی شبیه به 90نويسي، كسینوس گرفتن از عدد  برنامه

)cos)خطا نیز با توجه به ضريب ))mكه گیری دارد. به همین دلیل در خود نقطه قطب  ، با افزايش درجه و مرتبه، اثر چشم

برای ستون اول نیز بايد يا ها بجز ستون اول، صفر فرض شده و است، تمام درايه 90دارای عرض 
nm
P را از فرمول

های ابتدايي را بصورت دستي و با مقادير دقیق  (؛ و يا درايه2016كرد )نوويكوا و ديمیترنكو، محاسبه (15) جايگزين رابطه

 های ستون اول را محاسبه كنیم. های بازگشتي عادی، ساير درايهجايگزين كرده و سپس با فرمول

 ,0 2 1nP n  (15) 

همچنین در نقطه قطب، برای مشتق
nm
P های ها بجز ستون دوم صفر هستند و ستون دوم نیز با همان فرمول نیز تمام درايه

 شوند. شروع شده و تا انتها محاسبه مي (17) و (16) هایبازگشتي معمولي اما با دو درايه ابتدايي بصورت فرمول

(16)    1,1=- 3 dP  

(17)    2,1=- 15 dP  

 

 بررسی دقت روش پیشنهادی -5

افزارهای رياضي مانند  قبل از بررسي دقت نتايج بايد به يک نكته اشاره شود كه معمولا، محاسبات اصلي، در نرم

MATLAB شود. اگر  انجام مي
nm
Pافزارها فراخواني كنیم، باز هم در هنگام فراخواني،  های محاسبه شده را در اين نرم

ای كه بايد بررسي شود اين است كه آيا اين مساله در نتیجه  شوند. نكته به صفر تبديل مي10-308های كوچكتر از حدود درايه

های میدان ثقل، اثر محسوسي دارد يا اينكه تاثیر اين مساله قابل اغماض است؟ برای جواب به اين سوال، محاسبات تابعک

های میدان  مشكلي در محاسبات تابعک داد اين صفر شدن اعداد كوچک، يک تست عددی صورت گرفت كه نشان مي

ها و  كوچكتر هستند، فقط روی خود آن درايه 10-308 هايي كه از عدد آورد. صفر شدن آن تعداد از درايه ثقل بوجود نمي

 (1)رابطه  كنند. در ضمن با توجه به ها تاثیر منفي از اين درايه دريافت نمي ضرايب مربوط به آنها اثر گذاشته و ساير درايه

های  توان ملاحظه كرد كه اگر يكي از درايه مي
nm
P كوچكتر باشد، صفر فرض كردن آن درايه، تاثیری در  10-308از عدد

)محاسبه  , , )V r در حد قابل اغماض باقي خواهد ماند؛ زيرا ساير اجزای رابطه نداشته و خطای محاسباتي (1) در رابطه 

)تاثیری در نتیجه محاسبه  10-308 آنقدر بزرگ نیستند كه صفر فرض شدن يک درايه كوچكتر از عدد (1) , , )V r داشته

 باشد.

نوشته شده و به  ++Cبه زبان  ALF22ای بنام  درنهايت برای بررسي دقت روش پیشنهادی در اين تحقیق، يک برنامه رايانه

( كامپايل و تست محاسبات بر اساس نتايج آن برنامه انجام گرديد. در ادامه، برای كنترل كیفیت ALF22.exeزبان اجرايي )

های نزديک به قطب، نتايج را های میاني و عرضها و بخصوص در مناطق بحراني يعني عرضو تست نتايج، در تمام عرض

خواهیم داد. برای اين بررسي، دو نوع تست محاسباتي انجام خواهیم داد. در تست اول، دقت به دقت مورد بررسي قرار 

nmمحاسبه 
Pدر تست دوم، ابتدا در يک سری نقاط كه  كنیم. بررسي مي (12) و (11) ها را با استفاده از روابط تحلیلي

nmمقادير ALF22 های بحراني هم هستند، با استفاده از برنامه شامل عرض
P های میدان و مشتق آن را تولید كرده و تابعک

كه از روش كلنشاو برای محاسبه ( 2013)بوچا و جاناک،  Graflabكنیم. سپس با استفاده از برنامه  ثقل را محاسبه مي



 

 

يسه های میدان ثقل را تولید كرده و با نتايج حالت قبل مقاكند، در همین نقاط تست، تابعک های میدان استفاده ميتابعک

 كنیم. مي

برای تست نوع اول، دقت محاسبه
nm
P ای و  دقیقه 10های درجه با گام 90های صفر تا و مشتق آن را يک بار در عرض

 (14)و  (13) ای محاسبه كرده و با استفاده از روابط های يک دقیقهيک بار در فاصله يک درجه نزديک به قطب با گام

 دهند. ( اين نتايج را نمايش مي10( و )9های ) كنیم. شكل خطای كل آنها را ترسیم مي

 

خطای محاسبه توابع لژاندر(: 9شكل )
nmP
e و خطای محاسبه مشتق توابع لژاندر

nmdP
e دقت "استفاده از متغیر نوع با

 ای.  دقیقه 10درجه با گامهای  90های صفر تا  در عرض"(Long Double) مضاعف طويل

 

 

خطای محاسبه توابع لژاندر(: 10شكل )
nmP
eو خطای محاسبه مشتق توابع لژاندر

nmdP
e دقت "با استفاده از متغیر نوع

 ای.  دقیقه 1درجه كروی با گامهای  90 تا 89های  در عرض 2190تا درجه  "(Long Double) مضاعف طويل

 

nm، خطای محاسبه شود ديده مي( 10( و )9های )طور كه در شكل همان
P 1×10-6  عدد همیشه زير ،ینبجز نزديک به قطب  

كند. طبق  تجاوز نمي 1×10-5 عدد شود ولي باز هم هیچگاه از نزديک قطب اين عدد بزرگ ميمناطق قرار دارد و فقط در 

nmهای ماتريس ، جمع توان دوم درايه2190در درجه و مرتبه  (11)رابطه 
P  106بايد برابر با

باشد. مقايسه اين  800481/4×



 

 

های ماتريس دهد كه دقت محاسبه درايه عدد نشان ميدو 
nm
P  بسیار خوب است. همچنین خطای محاسبه مشتق

nm
P  بجز

شود كه بر اساس  قرار دارد و فقط در نزديک قطب اين عدد بزرگ مي 1×10-2نقاط نزديک به قطب، همیشه زير عدد 

های مشتق ماتريس جمع توان دوم درايه (12)كند. طبق رابطه  تجاوز نمي 2/2ز هم هیچگاه از عدد نتايج عددی با
nm
P در

1012بايد برابر با   2190درجه و مرتبه 
دهد كه دقت  نشان مي 2/2 باشد. مقايسه اين عدد با مقدار خطای  76115325772/5×

های مشتق ماتريس محاسبه درايه
nm
P .نیز بسیار خوب است 

  5، در يک سری نقاط تست، مقايسه گرديد. به عنوان نمونه در Graflabافزار  برای تست نوع دوم، نتايج محاسبات با نرم

درجه، دو كمیت پتانسیل جاذبي و نرم شتاب ثقل را محاسبه كرده و با هم  90و   60،60/89، 40، صفرنقطه با عرض كروی 

( نمايش داده شده 1با مختصاتي كه در جدول ) WGS84نقطه بر روی سطح بیضوی  5كنیم. برای اين منظور  مقايسه مي

 دهیم. است، مورد استفاده قرار مي

با استفاده از  MATLABدر نرم افزار  EIGEN-6C4محاسبه پتانسیل تولید شده با مدل ژئوپتانسیلي  نتايج(: 1جدول )
nm
P 

 .)روش كلنشاو( در نقاط تست Graflabدر مقايسه با نتايج نرم افزار   2190تا درجه و مرتبه  ++Cتولید شده در 

 

 

بااستفاده از  MATLABدر نرم افزار  EIGEN-6C4نتايج محاسبه شتاب ثقل تولید شده با مدل ژئوپتانسیلي (: 2جدول )

nm
P  تولید شده درC++  در مقايسه با نتايج نرم افزار   2190تا درجه و مرتبهGraflab روش كلنشاو( در نقاط تست(. 

 عرض شماره

 كروی

 )درجه(

 طول

 كروی

 )درجه(

r (m) 

 
 پتانسیل محاسبه شده

 Graflabدر 
(m2/s2) 

پتانسیل محاسبه شده با 

تولید  nmPاستفاده از 

 ++Cشده در 

(m2/s2) 

اختلاف 

 محاسبه پتانسیل
(m2/s2) 

1 0 179 6378137 22706/62637071 223066/62637071 0002466/0- 

2 40 179 863/6369344 74605/62636054 7459888/62636054 000061/0 

3 60 179 166/6360598 49687/62651395 4965589/62651395 00031/0 

4 9/89 179 379/6356752 29707/62637001 2965626/62637001 00050/0 

5 90 179 314/6356752 23606/62637003 2355541/62637003 00050/0 

 عرض شماره

 كروی

 )درجه(

 طول

 كروی

 )درجه(

r (m) 

 
محاسبه شده  شتاب ثقل

 در
Graflab 
(m/s2) 

محاسبه شده  شتاب ثقل

nmبا استفاده از 
P 

 ++Cتولید شده در 

(m/s2) 

شتاب اختلاف محاسبه 

 (m/s2)ثقل 

1 0 179 6378137 78039275422277/9 7803927543402/9 10-10×175/1-  

2 40 179 863/6369344 80158343357087/9 80158343354297/9 11-10×790/2 

3 60 179 166/6360598 82351530333985/9 8235153031912/9 10-10×486/1 

4 9/89 179 379/6356752 83236336502971/9 8323633647919/9 10-10×378/2 

5 90 179 314/6356752 83243212308137/9 8324321236076/9 10-10×262/5- 



 

 

 

در مناطق  5و  4و  3در منطقه غیر بحراني و نقاط  2و  1شود، برای نقاط  ( مشاهده مي2( و جدول )1همانطور كه در جدول )

هم در نتايج محاسبات پتانسیل  و هم در محاسبات شتاب ثقل، نتايج  های نزديک قطب،های میاني و عرضبحراني عرض

متر مربع  0005/0(، مقدار 1. بیشترين اختلاف در محاسبه پتانسیل در جدول )كاملاً يكسان بوده و اختلافات معني دار نیست

از دقت منتشر  EIGEN-6c4بر مجذور ثانیه است كه كاملاً ناچیز است. صرفاً جهت اطلاع و مقايسه، در مدل ژئوپتانسیلي 

كه به طور متوسط حدود  گرديدمحاسبه  2190شده برای ضرايب استفاده كرده و خطای محاسبه پتانسیل تا درجه و مرتبه 

. استسانتیمتر خطا برای ارتفاع ژئوئید  3ارز با حدود  متر مربع بر مجذور ثانیه به دست آمد كه در مقیاس ارتفاعي هم 3/0

دار نبوده ونتايج محاسبات انجام شده در نقاط كنترل،  متر مربع بر مجذور ثانیه معني 0005/0دهد كه اختلافات اين نشان مي

 2624/5×10-5  ،2كاملاً يكسان است. در خصوص شتاب ثقل نیز بیشترين اختلاف از جدول  Graflabمحاسبات برنامه  با

تا درجه  EIGEN-6c4گال است كه اين مقدار نیز كاملاً كوچک است. بر اساس دقت ضرايب مدل ژئوپتانسیلي  میلي

-5دهد مقدار اختلاف   رد شد، كه اين نیز نشان ميمیلي گال برآو 5/1، مقدار خطای محاسبه شتاب ثقل حدود 2190

 معني دار نیست.گال  میلي 262/5×10

 

 نتیجه گیری  بحث و -6

افزارهای محاسباتي با  در اين تحقیق، به دو سوال اساسي زير در خصوص محاسبه توابع لژاندر وابسته نوع اول بر اساس نرم

 دقت مضاعف پاسخ داده شد:

های ژئوپتانسیلي جهاني امروزی ، كه معادل بیشترين درجه مدل2190لژاندر تا درجه  در صورت محاسبه توابع (1)

های بحراني در محاسبه شود؟ )عرضهای كروی محاسبه توابع لژاندر دچار خطای فاحش مياست، در چه عرض

 كدامند؟(  2190توابع لژاندر تا درجه 

 شود؟حاسبه توابع لژاندر دچار خطای زياد ميای به بعد مهای كروی بحراني، از چه درجه( در عرض2)

های های میدان ثقل بر اساس مدلهای استفاده از اين توابع در تولید تابعکهمچنین به عنوان مطالعه موردی، چالش

 2190مطالعه شد. دريافتیم كه محاسبه توابع لژاندر در درجه دقت مضاعف ژئوپتانسیلي و با استفاده از نرم افزارهای دارای 

از دقت  78˚33ʹ تا 56˚20ʹهای كروی بیندر عرض دقت مضاعفهای ژئوپتانسیلي حاضر( با )معادل با بیشترين درجه مدل

، در 2029افتد. همچنین دريافتیم كه بعد از درجه درجه اتفاق مي  60ترين حالت در عرض كافي برخوردار نبوده و بحراني

 و های میدان ثقل دچار افت دقت شدهمحاسبه توابع لژاندر و در نتیجه تابعکترين حالت(،  درجه )بحراني 60عرض كروی

شود. همچنین محاسبات نشان داد كه به دلیل خطای موجود در محاسبات با افزايش درجه، اين كاهش دقت تشديد مي

ای محاسبه شتاب ثقل، شود. بر عرض كروی، دچار خطا مي 60˚13ʹتا   57˚32ʹ توابع لژاندر، محاسبه پتانسیل در محدوده

[ بعنوان محدوده 57˚32ʹو 60˚13ʹبه دست آمد. در نتیجه، محدوده ] عرض كروی 60˚13ʹتا  57˚41ʹاين محدوده خطا، بین

و محدوده  2065های كروی، درجات كمتر از محدوده امن برای محاسبه پتانسیل در تمام عرض شود. بحراني معرفي مي

 به دست آمد.  2071ها، درجه كمتر از تمام عرضامن برای محاسبات شتاب ثقل در 

كنند، پاسخگوی نیازهای مورد نیاز در محاسبه  كار مي افزارهای محاسباتي معمول كه با دقت مضاعف  از آنجائیكه نرم

اندر را های عددی نشان دادند كه اگر بخواهیم توابع لژ توابع لژاندر نیستند، روشي برای حل اين مشكل پیشنهاد شد. ارزيابي



 

 

های میدان ثقل با دقت كافي محاسبه شوند، نیاز به دقت محاسبات حداقل در بر اساس روابط بازگشتي برای تولید تابعک

 است.« دقت مضاعف طويل»حد 
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